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Avant-propos

En 1990, alors que j’étais étudiant au doctorat, mon directeur de thése, le professeur émé-
rite Rung Tien Bui, me confia la charge du cours « Analyse des systémes » & 1’Université
du Québec a Chicoutimi. C’est ainsi que débutait le projet de ce livre sans m’en rendre
compte. L’analyse des systémes, qu’est-ce que cela peut-il bien signifier 7 Aprés tout c’est
une expression abondamment empruntée aux diverses disciplines scientifiques. Dans notre
cas, dans le domaine des sciences appliquées et en particulier en ingénierie, cela concerne
principalement la mise en équation sous toutes ses formes (statique, dynamique, domaine
continu ou discontinu, discrétisé en temps ou non, & parameétres groupés, a parameétres
distribués, etc.) dans le but de comprendre, d’étudier un systéme physique et d’y apporter
des améliorations, des optimisations. Le domaine étant vaste, nous devons restreindre la
portée de ce livre d’enseignement. Ce livre n’a pas la prétention de parler en termes absolus
de I'analyse des systémes, un domaine d’une trop grande envergure et qui englobe trop
de disciplines spécialisées comme les méthodes numériques (éléments finis, volumes finis,
discrétisation des équations), les méthodes statistiques, les technologies de l'intelligence
artificielle .A., etc. C’est plutot 'approche de 'analyse des systémes multi-physiques par
I’application des principes de base communs aux différentes disciplines des sciences qui
seront utilisés dans le but de construire des modéles représentatifs, en premiére analyse,
des systémes physiques choisis et d’utiliser ces modéles comme outils d’analyse des carac-
téristiques de ces mémes systémes. Un point important est a souligner, nous n’avons pas
I'objectif de construire des systémes trop complexes, en premiére analyse, afin de rendre
facile la compréhension des exemples. C’est par la suite, nous I'espérons, que le lecteur
verra les possibilités de développement dans son cas précis en utilisant des approches ana-
logues et augmentées. Nous avons choisi de couvrir des domaines, nous 1’espérons, variés

et multi-physiques dans le but de faire connaitre les possibilités de cette approche. C’est



la méthode dite de la matrice d’état A et du vecteur d’état x qui est utilisée, car elle pos-
séde un formalisme bien connu et détaillé qui permet des analyses en profondeur jusqu’a
I'optimisation mathématique des processus. Cependant, ce livre d’enseignement n’est pas
un texte de référence pour cette méthode. En effet, nous invitons le lecteur & consulter les
ouvrages spécialisés couvrant cette méthode (voir la bibliographie). Nous ferons certes une
revue sommaire des principaux résultats de cette méthode, mais sans toutefois insister sur
les développements mathématiques conduisant aux concepts principaux. D’ailleurs, comme
mentionné, ce livre est plutot un assemblage d’exemples d’applications de cette méthode
qui pourrait aider un éventuel intéressé a développer un modeéle d’analyse particulier par

I’emprunt de concepts semblables et nouveaux.

A travers ces années, je fus en mesure de voir 4 maintes reprises la capacité des étudiant(e)s
de développer plus loin et plus complexe des modeéles qui leur fut proposé comme point de
départ ou d’apprentissage. Un mot concernant mon collaborateur et co-auteur Frédérick
Munger, il est I'auteur des applications numériques et de la mise en forme de ce livre,

celui-ci n’aurait pu étre publié sans sa collaboration.

Voila, nous espérons que cette compilation puisse étre utile aux étudiant(e)s.



Chapitre 1

La modélisation mathématique des

processus

1.1 Introduction

L’analyse d'un systéme en particulier requiert la construction ou le développement dun
modéle suffisamment représentatif de celui-ci. La premiére question qui vient a l'esprit :
Pourquoi un modéle est-il requis pour procéder a ’analyse d’un systéme ? La réponse na-
turelle : afin de comprendre les effets combinés des variables du systéme, ce qui est appelé
la synergie. C’est-a-dire que les effets combinés des variables ne peuvent s’additionner, car
une distorsion ou amplification apparait dans I’évolution dynamique des variables. De plus,
une éventuelle analyse qui serait faite directement sur un systéme réel a partir des essais
physiques nécessiterait beaucoup d’efforts et ne permettrait pas dans tous les cas de bien
comprendre les mécanismes principaux qui régissent le systéme. Dans la nature, on observe
une trés grande variété de systémes physiques. Comment aborder la modélisation de ceux-

ci? Il faut avoir recours aux théories élaborées dans les différents domaines et en particulier
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aux notions ou lois de conservation, de compatibilité et de continuité. En effet, la nature
conserve plusieurs types de variables, telles, I’énergie, la masse, la quantité de mouvement,
la charge électrique, les espéces chimiques, le moment cinétique, etc. Ainsi, en connaissant
les lois de conservation qui s’appliquent dans tel systéme, on peut écrire les équations de
conservation. De plus, nous connaissons d’autres lois ou principes qui s’ajoutent aux lois de
conservation comme les lois de Newton, les lois de la thermodynamique (principes 0, 1 et
2, évolution isentropique, adiabatique), les lois des circuits électriques (dites de Kirchhoff),
les lois de ’hydraulique, etc., ce qui permet d’élaborer des modéles. Finalement, a ces lois,
on ajoute des concepts particuliers ou hypotheéses (posés par I’analyste) ainsi que les condi-
tions aux limites qui permettent de fermer la boucle c¢’est-a-dire d’exprimer un ensemble de
variables choisies pour un systéme qui évolue dynamiquement. Le modéle dynamique étant
correctement défini, la solution débute par 'utilisation des méthodes de résolution comme
la théorie des équations différentielles, les méthodes numériques (approximation de la so-
lution analytique). Dans ce livre, nous abordons 1’élaboration des modéles en considérant
que les variables sont ponctuelles, c’est-a-dire a paramétres groupés. Il faut faire cette dis-
tinction, car les approches de modélisation appelées a paramétres distribués comme celles
des éléments finis ou volumes finis sont plus complexes et nécessitent généralement une
approche numérique avec plusieurs degrés de liberté (noeuds ou volumes) et 'utilisation
des logiciels commerciaux. Les modélisations a paramétres distribués sont utilisées plutot
dans une seconde phase aprés une modélisation a parameétres groupés si des questions plus
pointues demeurent sans réponse, comme dans le cas de 1’étude des effets de géométrie 2D
ou 3D, soit la conception des systémes (effets des formes, des dimensions, des propriétés
spatiales et des effets non-linéaires). En résumé, dans ce livre d’exemples, nous abordons
I’analyse de quelques systémes avec une approche a paramétres groupés dans le but de

faire voir différents cas multi-physiques et d’ouvrir des possibilités futures de modélisation
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ou d’analyse pour les étudiant(e)s qui poursuivent des études graduées. On voit ici la né-
cessité de connaitre a priori les lois qui s’appliquent dans les domaines se rapportant aux
cas étudiés. C’est en quelque sorte la formation d’ingénieur, de physicien, de chimiste, de
biologiste qui donne cette formation de base et permet d’envisager d’élaborer une analyse
d’un systéme en particulier. Nous estimons que le lecteur posséde déja une formation de

niveau baccalauréat dans un domaine spécifique en science.

1.2 Comment procéder pour un premier modéle

Une bonne facon de débuter I’analyse d’un systéme peut étre d’élaborer une liste des ques-
tions techniques d’intérét se rapportant a un systéme en particulier. De maniére générale,
on pourrait résumer que les questions techniques peuvent se classer dans quatre domaines

en partie reliés soit :
1. Des questions de nature économiques (rendement ou performance d’un systéme) ;
2. Des questions de sécurité (protection des personnes, des investissements, des don-
nées) ;
3. Des questions environnementales (protection de I’environnement) ;
4. Des questions de conception (dimension d’'un systéme, géométrie et forme).

Une autre approche qui donne des résultats intéressants dans 1'élaboration d’un modéle
pourrait étre d’analyser les sources d’énergie et les transformations de celles-ci. En effet,
c’est la plupart du temps la circulation ou I’évolution de I’énergie dans un systéme qui
permet de bien voir les principaux éléments d’importance du systéme. L’énergie peut

prendre une multitude de formes et elle est conservée ou transformeée.




CHAPITRE 1. LA MODELISATION MATHEMATIQUE DES PROCESSUS

Comment pourrait-on aborder les aspects multi-physique dans les systémes ? En premier,
nous pouvons différencier les couplages volontaires, soient les éléments actifs qui produisent
de I’énergie dans les systémes comme les actuateurs électriques, les moteurs qui engendrent
les quantités de mouvement des masses dans les systémes, de ceux non volontaires qui
mettent en relations des phénomeénes physiques provenant de théories différentes comme
les forces de friction appliquées sur les masses qui sont estimées par ’aérodynamisme.
Les couplages volontaires sont plus faciles & déterminer, car bien souvent ils aménent
une énergie supplémentaire au systéme comme les pompes qui mettent en mouvement les
fluides. Un grand nombre de couplages multi-physique est possible, dans le tableau suivant
on présente une liste non compléte de ceux souvent rencontrés par ordre de difficultés ou
de complexité. Les données du tableau sont des exemples afin de faire ressortir ’existence
et la complexité des phénomeénes a considérer. En guise d’exemple, I'optimisation pourrait
trés bien étre appliquée a la majorité des exemples cités plus bas selon le degré de détail

recherché dans une étude particuliére.




Tableau 1.1 — Exemples de systémes multi physiques, multi domaine rencontrés

I P . - . Thermo- ‘3 . . Aéro- . C e - .
Description | Exemple Meécanique | Electrique . Fluidique | Chimique | Massique . Environnement | Optimisation | Economique
dynamique dynamique
Sources type, rapport
.r . moteurs X X ".} ', <Pp
d’énergie poids/puissance
génératrice X X turbine forme turbine
vérin X liquide
compresseur X X gaz
. . charge é.
batterie X technologie § &
# cycle
rofil . cr,
p/ . X air X Lo
aérodynamique durabilité
hélice X liquide, gaz
Thermique | moteur friction hybridation X combustion émission consommation
. échangeur, . .
chauffage Joule X MBS bustion émission
caloriporteur
. . . conduction, aéronef,
transfert principe 1,2 | convection . pertes
rayonnement fusée
refroidissement compresseur X convection consommation
Procédé métallurgie formage chaleur coulée alliage alliage émission résistance rentabilité
. . L. machine L el
industriel fabrication R productivité rentabilité
outils
pétrochimie procédé dynamique réaction émission productivité rentabilité
. L. procédé L . o e
pharmaceutique | automatisation tilise réaction impact productivité rentabilité
utilisé
. . .. moteur, émission, . o
a¢ronautique fabrication actuateur . pertes cott rentabilité
turbine recyclage
. — . cofit, s
automobile fabrication batterie moteur ther. Cy recyclage . rentabilité
batterie
batiment fabrication domotique chauffage cotit rentabilité
. . S . colt, s
agroalimentaire | automatisation impact o rentabilité
productivité
R s impact cofit, s
forét automatisation pact, D rentabilité
renouvellement productivité
transport équipement énergie impact cotit rentabilité

SNSSADOYUd SHd ANOILVINIHILVIN NOLLVSITIAOW VI T AYLIdVHD
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Ainsi, selon les questions posées au départ et 'analyse des formes d’énergie, le dévelop-
pement d’un modéle peut prendre forme en gardant a l'esprit que le choix des variables
du modéle doit étre fait en fonction des questions d’intérét. En guise d’exemple, si une
question se rapportant a l’effet d’une variable z sur I’environnement est d’intérét, il faut
nécessairement inclure une expression de cette variable x dans I'élaboration du modéle.
C’est 'expérience qui permet de débuter la mise en équation d'un modéle et dans ce livre,
nous présentons des exemples précisément dans le but d’aider un lecteur a élaborer un
premier modéle. Le schéma suivant présente un exemple d'une démarche chronologique ty-
pique d’analyse d’'un systéme. Selon le degré d’analyse, des étapes pourraient étre ajoutées

ou ignorées.
Au début d’un projet d’analyse, des questions sont posées :

1. Comment pourrait-on améliorer les performances des machines, des procédés, des
systéemes 7 Quelles sont les variables que nous aimerions connaitre pour ’analyse
et 'amélioration du systéme? Par exemple, le poste de télévision qui a subi une

évolution continue depuis sa création.
2. Un ingénieur ou un scientifique propose une stratégie pour aborder I'analyse.

() Existe-t-il des données, des rapports déja produits au sujet de ce systéme ? Si

oui, il faut débuter par la connaissance de ces données précieuses.

(B) Elaborer un tableau des variables (4 types de variables, perturbatrice, d’entrée,
interne, et de sortie). Identifier les types de variables du systéme. Quelles sont les
variables qui influencent le systéme ? Quelles sont les variables qui représentent

I’énergie du systéme ?

(a) La mise en équation (utilisant les lois de la nature). Quel type de modéle?

(dynamique, statique, parameétres groupés, distribués, etc.).
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(b) Avons-nous toute la théorie pour développer le modeéle? Par exemple, on ne

connait pas la cinétique chimique d’une réaction dans un procédé.

(c) Connaissons-nous toutes les entrées au modele? (2 types d’entrées, manipulée

et perturbatrice).
(d) Le modeéle est-il multi-physiques ? (plusieurs domaines, si oui, plus difficile).

(e) Un premier ensemble d’équations gouvernantes sont trouvées (une vérification

des unités physiques des variables est réalisée pour chaque équation trouvée).
3. Une approche est proposée (le vecteur d’état = des variables choisies).

(f) L’équation d’état est trouvée (matrices A, B, C, D et vecteur u) (le modéle est-il
linéaire ? Si non, plus difficile). Peut-on linéariser le modéle pour une premiére
analyse 7

(g) La solution analytique est-elle possible? (si non, une méthode numérique doit
étre envisagée).

4. Le résolvant ®(s) est trouvé.
5. La fonction de transfert G(s) est trouvée.
6. Une calibration (validation) du systéme est réalisée dans le but de faire une analyse.

(h) Valider les paramétres statiques du systéme (la géométrie, les dimensions, les
masses, les constantes physiques, m, p, k, ¢,, etc.).

(i) Faire une expérience d’évolution du systéme d’un état connu d’énergie zéro a
une énergie finale dans un temps donné (exemple : le chauffage, I'accélération, le
démarrage, l’arrét). Valider le bon comportement du modéle selon I'expérience
si tel est le cas.

7. L’analyse en boucle ouverte est faite (les poles, la stabilité, 'analyse en fréquence,

diagramme de Bode, estimation d'une sortie).

9
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8. Une variable pourrait-elle étre compensée (régulée) ?
(j) L’analyse en boucle fermée (théorie de la compensation).
(k) Un compensateur est étudié pour une variable d’intérét.

9. Un ou des objectifs sont élaborés (améliorer la robustesse, la précision et le temps

de réponse du systéme pour certaines variables).

10. Une étude plus détaillée est réalisée pour certaines variables d’intérét (variables

économiques, environnementales, de sécurité, de conception).

11. Une étude d’optimisation est envisagée pour maximiser un état désiré (optimum sta-
tique (le Lagrangien) ou optimum dynamique, équations d’Euler-Lagrange, équation
de Riccati régime permanent ARE, etc.).

(k) Une fonction de cott J est élaborée et une étude d’optimisation est réalisée.

12. Un rapport de I'étude est produit incluant les recommandations faisant suite a
I’étude.

Nous voyons qu'une analyse détaillée d'un systéme peut comporter une bonne quantité
de travail selon la complexité du systéme et des questions a répondre. Une régle de base
est conseillée. Il faut élaborer et développer le modéle de fagon progressive avec des ver-
sions simplifiées au début qui donnent des résultats (solution convergente) pour ensuite
ajouter des éléments nouveaux au modeéle par étapes avec des validations du bon fonc-
tionnement a chaque nouvelle couche de connaissances. Il faut éviter de mettre en relation
trop d’éléments d’un modéle en une seule étape, ce qui risque de faire augmenter le temps
de développement plutot que de le faire diminuer. L’image empruntée est celle de 'oignon
avec des couches successives bien formées qui fait croitre ’ampleur du modéle constamment

validé (solution convergente).

Il n’y a pas d’approche complétement universelle dans ’élaboration d’un modéle et d'une

10
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analyse. Les exemples variés de ce livre permettront, nous l'espérons, a aider le lecteur
dans I’élaboration de son modeéle d’analyse. Finalement, il faut commencer modestement
avec un premier modeéle qui sera bonifié par étapes selon le degré de détails souhaité et le
temps disponible a y consacrer. Cependant, aprés toutes ces années consacrées a 1’étude
des systémes physiques, je voudrais souligner qu’il est toujours surprenant de constater que
méme un modele simplifié peut dans maintes occasions apporter des réponses satisfaisantes
qui peuvent aider a la compréhension des systémes. Ensuite, lorsque le modeéle est considéré
comme utile, la poursuite de son développement est justifiée et la motivation augmente

selon les réponses que le modéle donne aux questions de plus en plus complexes.

1.3 Quelques suggestions

Pour débuter I'utilisation du matériel de ce livre, il est important de procéder de facon
progressive. En effet, la partie résumée de la théorie qui suit peut nécessiter de la part de
I'étudiant(e) une bonne dose d’efforts et de révision. C’est pourquoi nous référons le lecteur
aux livres dédiés a la théorie de cette méthode du vecteur d’état (voir la bibliographie). Un
grand nombre de livres sont disponibles au sujet de la théorie du controle. Nous présentons
ici une revue simplifiée de quelques excellents livres qui présentent des éléments de la

méthode utilisant 1'équation d’état [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].

Ensuite, aprés un apprentissage adéquat des grands principes de cette méthode, on peut
débuter la revue des cas présentés. Idéalement, on peut débuter par la revue d’un cas dans
un domaine de notre spécialité. La suite des cas est organisée généralement du plus facile
vers le plus difficile pour chacun des domaines. Le tableau suivant présente les cas étudiés

ainsi que les différentes applications numériques dédiées aux cas.

11
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Tableau 1.2 — Résumé des problémes d’applications

Probléeme ‘ Excel ‘ MATLAB ‘ Simulink

Mécanique

2.1 Le monte-charge

2.2 Le rendez-vous spatial

lkslEs

2.3 Le sous-marin en mouvement

2.4 Le missile balistique intercontinental (« ICBM »)

2.5 Le pont piétonnier & sections

2.6 L’ascenseur

2.7 La régulation de la vitesse adaptative avec radar

elksiEs

2.8 La caméra suiveuse de lignes

| A A A

2.9 Le module SN5 de SpaceX

2.10 Le saut a la perche

DA DAL R PR PR | A AL A

2.11 Le systéme de freinage antiblocage (ABS)

2.12 La voiture de course en virage

>~
[ A<

2.13 Le « segway »

Electrique

3.1 La scie circulaire

3.2 Le panneau solaire

3.3 La cuve d’électrolyse de I'aluminium X

3.4 La voiture hybride (HEV)

| A AL A A

3.5 L’autofocus passif a contraste de phase

3.6 La désalinisation de I’eau par cellule CDI « capacitive deionization » X

Thermique

4.1 Le fer a cheveux

4.2 Le chauffe-eau tubulaire instantané X

4.3 Le chauffage d’un batiment

4.4 Le four de cuisson des blocs de carbone (anode industrielle) X

il il

4.5 La soufflerie

Fluidique

5.1 La filtration par membrane

[

5.2 La régulation du niveau de liquide d'un réservoir par pompage X

5.3 Le malaxeur

5.4 L’hydroptére (hydrofoil per¢ant la surface)

5.5 L’énergie des vagues (houlomoteur)

| A A

5.6 La planche hydrofoil motorisée « eFoil »

Optimisation

6.1 Distance minimale d’un point & une droite

6.2 Surface rectangulaire maximale sous une droite dans le plan XY positif

6.3 Cercle centré a l'origine limité par une courbe

| A A A

6.4 Cercle limité par une courbe

6.5 Volume d’un parallélépipéde dans une sphére de rayon R

6.6 Optimisation des revenus d’une petite usine

6.7 Optimisation de la rigidité du cadre de vélo

6.8 Le rendez-vous spatial et la minimisation du combustible

6.9 Coupe optimale de I'épinette blanche

lkalke

6.10 La course en taxi
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION MATHEMATIQUE DES PROCESSUS

1.4 Sommaire de la méthode du vecteur d’état

1.4.1 Introduction

Il existe deux grandes approches en analyse des systémes, ’analyse en fréquence (fréquen-

tielle avec la variable complexe s = jw) et le vecteur d’état (temporelle, ) :

1- L’analyse en fréquence avec l'utilisation du diagramme de Bode et de la fonction de

transfert :

N(s) (s —2)(s—2) (s — 2m)
D(s) ~ (5—p)G—pa)-(5—pn)

2- L’utilisation de 1’équation d’état et d’observation d'un systéme :

&= Ax + Bu+ Exg (1.2)

y=Cz+ Du (1.3)

La matrice A contient n intégrateur(s) du 1° ordre représentant le systéme a I’analyse.

1.4.2 Formulation de I’équation d’état

Les variables d’état sont générales et multi-physiques. Il faut construire le vecteur d’état

x a partir des théories et de I'expérience pour chaque probléme d’analyse. Généralement,

13



CHAPITRE 1. LA MODELISATION MATHEMATIQUE DES PROCESSUS

I’évolution de I’énergie du systéme est une bonne approche pour élaborer le vecteur d’état.

'r:f(xthaIg?”' 7xi) (14)
& = Az + Bu+ FEx (1.5)
y=Cr+ Du (1.6)

Avec :
— x : vecteur d’état, fonction du temps;
A : matrice d’état du systéme (matrice de constantes);
— B : matrice de controle du systéme (matrice de constantes) ;
— u : vecteur de controle ou d’entrée(s) du systéme;
— FE : matrice des perturbations;
— 1z : vecteur d’état des perturbations;
— (' : matrice d’observation ;
— D : matrice d’observation du vecteur de controle ;

— 1y : vecteur d’observation.

1.4.3 Approche utilisant la transformée de Laplace

Note : Nous référons le lecteur & des ouvrages plus complets [8, 9].
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION MATHEMATIQUE DES PROCESSUS

Définition de la transformée de Laplace

Soit f(t) une fonction continue et définie sur un domaine du temps ¢ (0 < ¢t < 7). La

transformée de Laplace (I'image) s’exprime comme suit :

[e.9]

L{f)} =F(s)= [ f(t)e"dt (1.7)

-
L’unicité de ’image trouvée de la fonction f(t)

Il n’existe qu'une image F'(s) a f(t) et un seul f(¢) & une image Z{f(t)}.

L’image de la somme de plusieurs fonctions f(t), h(t), g(t) est la somme des

images des fonctions

Exemple :

ZL{3sindt — 2cosbt} = L{3sindt} — L{2cosbt} (1.8)

Théoréme du déplacement

Sic:

F(s) = f(1) (1.9)

Alors,

F(s+2) = e*f(t) (1.10)
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION MATHEMATIQUE DES PROCESSUS

Dérivation de I’'image

Si -
F(s) = f(1) (1.11)
Alors :
L)} = s"F(s) = 8" f(07) — o = fH07) (1.12)
Dérivation de I'image (exemple)
L{f'(t)} = sF(s) = £(07) (1.13)
L'} = s°F(s) = sf(07) = f(07) (1.14)

Multiplication par une puissance de t

(1T g gy (1.15)
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION MATHEMATIQUE DES PROCESSUS

Equation auxiliaire

Soit I'équation différentielle suivante :

%+2%+5x:sint (1.16)
La forme est :

L{i+2&+ bz} = L{sint} (1.17)
z(s)[s* + 25 + 5] = g(s) (1.18)
2(s)[F(s)] = g(s) (1.19)

_9(s) _ L
) = ) T T (st 125 £5) (1.20)
z(t) = L Ha(s)} (1.21)

s
La difficulté peut étre de ramener g a une forme compatible & une table de transformées

f(s)

ou encore & un logiciel.

Théoréme de la convolution

Si
Fl(S) — fl(t) et FQ(S) — fg(t) (122)
Alors, le produit de convolution s’exprime comme suit :

fi1(t) = fa(t) — /0 fi(7) fo(t — T)dT — Fi(s)Fy(s) (1.23)

17



CHAPITRE 1. LA MODELISATION MATHEMATIQUE DES PROCESSUS

Formulation de Jordan (poles simples)

Soit :
G(s) = N(s)
(s —=p1)(s —p2)(s —p3) -+ (s — pn)
On peut écrire :
kl k2 k?) kn
G(s) = + + +--+
SR P R P I = R Py
Avec,
k, = Slig)ln(s — pn)G(s)
Po6les multiples
Soit :
N
Gls) = (s)

(5 =p1)(s = p2) (s — Pn)™(8 = Pn)™ (5 — D)

On peut écrire :

k k kn m kn m— kn
1 2 n (m) + (m=1) + 1

= e T o) Gop  Gop) T o)

Avec,

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)
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1.4.4 Réponse générale d’un systéme

Soit le systéme représenté par ’équation d’état :

& = Ax + Bu (1.30)

y=Cx+ Du (1.31)
Avec les conditions initiales z(7), on aura dans le domaine du temps :

z(t) = e () + /t (e*=7) Bu) dA (1.32)

t
y(t) = CertNa(r) + / (CeA=7) Bu) d\ (1.33)

T

Avec le résolvant dans le domaine t,

1 1 1
M=) =1+ At + §A2t2 + §A3t3 e AT (1.34)

Dans le domaine de la variable s (plan complexe) :

w(t) = L Ha(s)} = L Ho(s)x(r) + ®(s)Bu(s)} (1.35)

y(t) = L Hy(s)} = L7 HCP(s)[a(r) + Bu(s)] + Du(s)} (1.36)
Avec le résolvant dans le domaine complexe,

P(s) = (sl — A)7! (1.37)
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L’équation caractéristique (donne les poles du systéme) :

|sT — Al =0 (1.38)

La fonction de transfert s’exprime comme suit :

G(s)=C(s[ —A)'B+D (1.39)

G(s) = C®(s)B + D (1.40)

1.4.5 Controélabilité et observabilité d’un systéme
Définition de la controlabilité

Un systéme est dit contrélable si et seulement si, il est possible, en utilisant le vecteur de
controle u de changer 'état du systéme z(t) = z; vers tout autre état z(7') = xr pendant

un temps fini T'—t > 0.

Test algébrique de controlabilité

Soit le systéme :

&= Ax + Bu (A et B sont des matrices de constantes de dimension k) (1.41)

1- On forme la matrice @ :

Q=|B AB A?’B -.- A*'B (1.42)
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2- Le systéme est controlable si :
— |Q| # 0 (déterminant # 0) ;

— A : kxk toujours;

— B : kxl I : Nombre d’entrées (on pose I = 1, si non, on calcule le rang de la matrice

Q).

Définition de 1’observabilité

Soit un systéme non excité (B = 0) est dit observable si et seulement si, il est toujours

possible de définir n’importe lequel vecteur d’état z(t) = x; en utilisant un ensemble fini

de vecteurs y(7) de la sortie pour t <7 < T

Test algébrique d’observabilité

Soit le systéme :

T = Ax

y=Cr

Ou A et C sont des matrices de constantes.

1- On forme la matrice N :

N — O/ A/C/ A/2Cv/

2- Le systéme est observable si :

— |N| # 0 (déterminant # 0) ;

(1.43)

(1.44)

A1y (1.45)
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— A : kxk toujours;
— C :mazk, m =1 (1 sortie) ;

— N : kzk toujours si m = 1.

1.4.6 Stabilité en boucle ouverte

Theéorie - voir le test de Routh-Hurwitz

Résumé : les poles p; du systéme sont donnés par

s — A| =0 (1.46)

Tableau 1.3 — Stabilité en boucle ouverte

1) Si Re(p;)<0 | Tous les p; Systéme asymptotiquement stable
2) Si Re(p;)>0 | un p; ou plus Systéme instable
a) un p; = 0 simple Systéme stable, mais pas asymptotiquement

3) Si Re(p;)=0

b) un pole p; = 0 double ou plus | Systéme instable
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1.4.7 Stabilité en boucle fermée

Théorie - voir le diagramme de Nyquist

Soit le systéme bouclé suivant :

u Y

FIGURE 1.1 — Systéme en boucle fermée

Plan s - Diagramme de Nyquist (plan KG)

Axe imaginaire

Diagramme de Nyquist

7777777777777777777777777777777777777777

S R

1k 0 e i
Axe réel

FIGURE 1.2 — Exemple d’un diagramme de Nyquist

0/k
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Plan KG

Im

_1/ /I(

4

/G Re

KC| s
N

FIGURE 1.3 — Plan KG

Critére de stabilité

Le systéme bouclé ci-haut est stable si le parcours dans le plan KG n’inclut pas le point
—1/k.

1.4.8 Reéponse en régime établi pour un systéme bouclé

Soit le systéme bouclé suivant :

Yr € u Y

FIGURE 1.4 — Systéme en boucle fermée
La forme générale de l'entrée y,.(t) :

Cerl m
o (1.47)

yp(t) = Cy + Cot + - +

24



CHAPITRE 1. LA MODELISATION MATHEMATIQUE DES PROCESSUS

et la forme générale de la fonction de transfert G :

N(s)
G = 1.48
sPD(s) (1.48)
L’erreur en régime établi s’exprime comme :
e=1y,—y= lime(t) =lims-e(s) (1.49)
t—ro0 5—0

Le type de systéme

Le type de systéme permet de connaitre 'erreur en régime permanent ou établi (e(oo),

ERE).

Trois cas pour les systéemes :

Cas 1:
p>m = eloo) =0 (Cas idéal) (1.50)

Cas 2 :
p=m=0 = elo)= D(szrD[((OJ)V(O) (1.51)
pmmzl o )= ) (1.52)

Cas 3 :
p<m — e(o00)=00 (1.53)
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1.4.9 Compensation pour les systémes bouclés types proportion-

nel, intégral et différentiel (PID)

Yr € u Y
- Ge(s) G(s)

FIGURE 1.5 — Systéme en boucle fermée avec PID

Avec,
K
Go(s) = K; + ?2 + Kss (1.54)

La calibration des constantes K; peut étre réalisée avec la méthode de Ziegler-Nichols ou

encore par essai et erreur.

1.4.10 Addition des entrées

! !
Go(s) G1(s)
Yref Y
- Ge(s) G(s)

FIGURE 1.6 — Systéme a plusieurs entrées

Soit le systéme bouclé & plusieurs entrées de la figure précédente. Aprés manipulation et
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action des entrées une a la fois, 'expression de y(s) est :

G.G Gy GGy

W=y ger Wt Tre e T g (1.55)

y(s) = m(GcGyref + Ghu(s) + GoGus(s)) (1.56)

1.4.11 La forme typique et générale de la réponse dynamique d’un

systéme bouclé

N4

FIGURE 1.7 — Réponse dynamique typique

— a : temps au sommet ;
— b : dépassement ;

— ¢ : temps de délai;
— d : temps de montée;

— e : réponse en régime permanent (¢t — 00).
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Le calcul théorique du temps de montée :

On utilise en boucle ouverte :

T tee(tdt G(0)
[ o(t)dt  G(0)

tbo

En boucle fermée :

Sous forme matricielle :

Avec,

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)
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1.4.12 La marge de gain et marge de phase

La sensibilité de G(s, ) selon v (un paramétre quelconque du modéle) s’exprime comme :

S(a) = 4 (51’ 3 dG;Z o) (1.62)

Soit le systéme a rétroaction unitaire suivant :

K G

FIGURE 1.8 — Systéme en boucle fermée

Note : Le systéme boucle fermée est moins sensible aux variations du gain K, ce qui est

désirable.

La marge de gain v et de phase ¢ : Quel est le gain maximal et la phase maximale sans

pour autant que le systéme ne devienne instable ?

v =1+ G(jws)| (1.63)
¢ = 2sin”! @' (1.64)
Avec,
wy = +180° =27 (1.65)
T(jw) =1+ G(jw) (1.66)
G (jen)| = 1 (1.67)
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1.4.13 L’optimisation mathématique appliquée au domaine de I’ana-

lyse des systémes

Les sections suivantes sont des résumés de la théorie de 'optimisation mathématique appli-
quée a 'ingénierie. Nous référons le lecteur aux ouvrages spécialisés pour une description

plus rigoureuse et compléte |7, 10, 11].

Optimisation statique (multiplicateur de Lagrange)

Un trés grand nombre de procédés industrielles sont caractérisés par : les temps initial
et final fixés; les états initial et final fixés en tout ou en partie et une ou des contraintes

d’inégalité imposées sur les variables, surtout les variables de controles (u).

Calcul de 'optimum avec contrainte d’égalité
Soit la fonction 6(z) a optimiser, sujette & la contrainte f(x) = 0. Définissons un opérateur

L auquel on donne le nom de Lagrangien :

L(xz,\) =0(x) + \f(x) (1.68)

Avec A le multiplicateur de Lagrange.

oL oL
Notons que, a 'optimal, nous avons e 0; et N 0, car f(z)=0.
x
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Optimisation dynamique (équations d’Euler-Lagrange)

a) Optimisation dynamique sans contrainte

Soit & minimiser une fonction de cotit ayant la forme scalaire (dites de Lagrange) :

J(x) = /t " sla(t), it £t (1.69)

ou x(t), #(t) et ¢ sont tous des scalaires.

Soit I’équation d’Euler-Lagrange :

0o d [(0¢
- — - = <t < .
% @ (83?) 0 pour t<t<ty (1.70)

Ainsi que sa condition de transversalité (c’est-a-dire sa condition aux deux frontiéres) :

9¢

n(t) 55

=0 pour t=t,, ty (1.71)

Ces deux équations forment la base de la solution des problémes d’optimisation utilisant
la méthode variationnelle et constituent un probléme de valeurs aux deux frontiéres (« two
point bounday volume problem, TPBVP »), dont la résolution donne la solution optimale

Z(t) pour un ¢ donné.

Note 1 : Signification physique de la condition de transversalité.

n(t) 8(/.5 =0 pour t=t, (1.72)

0z

Ou ty =t,, t;.
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a) Si une valeur frontiére x(t) est fixée, ce qui veut dire 7(t,) = 0, alors %(tb) est libre,
ce qui veut dire que le Lagrangien L(¢) peut varier avec la vitesse a laquelle la trajectoire
approche son état-frontiére, sans nuire a I’optimalité.

b) Si une valeur fronticre x(tp) est libre, alors %(tb) doit étre = 0. Cela veut dire qu’avec

I’état-frontiére libre, que la trajectoire rejoigne ce point frontiére avec une vitesse quel-

conque, cela ne doit pas avoir d’influence sur le Lagrangien ¢.

Note 2 : Forme vectorielle de I’équation d’Euler-Lagrange :

Dans un cas vectoriel, x = (21, x9,- -, x,), 'équation d’Euler-Lagrange multiple devient :
0 d (0
82 ~ 7 (82) = 0 quadpour chaque x; (1.73)

et la condition de transversalité devient :

9¢

T
)=
n()%

=0 pourt=t, (1.74)

avec x, le vecteur d’état.

b) Optimisation dynamique avec contrainte d’égalité : vecteur covariant A

Soit la fonction de cotit & optimiser :

ty
J= / o(x, &, 1) dt (1.75)
to
sujette a la contrainte d’égalité :
g(z,2,t) =0 pour tout t € [t,,tf] (1.76)
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Avec la fonction de cofit suivante :

J = /ttf O(x, o, \, t)dt = /ttf [6(x, &,t) + N (t)g(, &, t)] dt (1.77)

et le vecteur covariant A(t).

c) Optimisation avec contraintes d’inégalité

Dans ce cas, en plus du terme A'g qui est ajouté a la fonction ® = ¢ + A\'g pour tenir
compte des contraintes d’égalités g = 0, on ajoute aussi un terme pour tenir compte de
chaque contrainte d’inégalité. Un cas souvent rencontré dans les problémes d’ingénierie est

celui ou la variable de contréle u doit rester entre deux limites Uiy €t Umgz.
Umin < U < Umag (1.78)
on convertit cette condition en une contrainte d’égalité :
(U = Uin) (Umaz — 1) = 7 (1.79)
ou encore :
(4 = tpmin) (Umae — 1) = > =0 (1.80)

et on associe cette contrainte d’égalité avec un autre vecteur covariant, exactement au

méme titre que les contraintes d’égalité g = 0.

De plus, il peut étre nécessaire d’introduire la portée z1(t;) dans I'intégrant de .J, notons
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que :

J]l(tf) = /ttf J]ldt + $1<t0) (181)

Alinsi, pour un systéme & dux variable x; et x5 comme exmple, on obtient :

J = lL‘l(to) + [ ! [171 + /\1(ZE2 — 171) + )\Q(U — lL'Q) + /\3 ((’LL — umm)(umax — U) — ’72)} dt

(1.82)

L’expression dans la parenthése carrée est .

Remarque sur le nombre d’équations constituant les problémes aux valeurs aux
deux frontiéres (« TPBVP »)

— Si le systéme est d’ordre n, ceci occasionne n équations d’état du systéme.

— Si le vecteur-controle u est d’ordre r, il y aura en tout (n + r) équations d’Euler-
Lagrange. Ainsi, le probléme sans contrainte d’inégalité sera fait de (2n + r) équa-
tions, avec 2n conditions de transversalité (deux valeurs z, et x; pour chaque va-
riable d’état.

— Avec chaque contrainte d’inégalité, il faut ajouter deux équations : I'une qui est
la contrainte elle-méme et 'autre qui est ’équation d’Euler-Lagrange associée. Le
nombre total d’équations est donc 2n + r 4+ 2g ou ¢ est le nombre de contraintes

d’inégalité.
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L’optimisation dynamique (I’Halmiltonien)

Soit une fonction de cotit de la forme (dites de Bolza) :

J = 0(x(t),t)],] + /t ’ G (t), u(t), t)dt (1.83)

Cette derniére implique une évaluation du terme hors-intégrale entre les limites ¢, et ty,

tel que montré dans la relation ci-dessus.

La catégorie de systémes physiques dont nous sommes intéressés a faire I'optimisation

admet comme équation gouvernante (équation d’état) :
&= f(x(t),u(t),t) (1.84)
ou encore :
g(a(t), &(t), u(t), t) = f(z(t),u(t),t) = =0 (1.85)

En appliquant la méthode du vecteur covariant, associons la contrainte d’égalité a la fontion

de cotit. Alors cette derniére devient :
t b
J=0| +/ [0+ AT f— A2 dt (1.86)
to
Il est utile de définir une fonction appelée Hamiltonien comme suit :

H(z(t),u(t),t) = ¢p(x(t),ut), t) + N f(a(t),u(t),t) (1.87)
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Alors J s’écrit comme :

ty
J:mZ+/ [H — X" dt (1.88)
to
Oou encore comime :
t ts
J:W—Vﬂ£+[[ﬂ+ﬂﬂﬁ (1.89)

Notons :

— ¢ est I'intégrant de la fonction de cotit du probléme sans contrainte d’égalité. Nous
réservons le symbole ® (Lagrangien) pour désigner I'intégrant de la fonction de cotit
du probléme avec contraintes (d’égalité et d’inégalité, le cas échéant).

— ¢ est fonction de x, u, t, mais pas de z.

g est fonction de z, 7, u, t,
donc ® = ¢ + A\Tg est aussi fonction de z, @, u, t,
mais H = ¢ + AT f est fonction de z, u, t et pas de .

— Une autre relation utile est la suivante :

H =&+ X' (Hamiltonien) (1.90)

® = H - A& (Lagrangien) (1.91)

A Toptimum, §.J doit s’annuler (6. = 0) indépendamment de 6z et du d’oil les conditions
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nécessaires suivantes pour 'optimum :

sat <% — /\> =0 pour ft,etty

oz
%—];_—A
o
%gzizf@wﬁ

Optimisation dynamique (équation de Riccati)

Soit un systéme qui admet comme équation d’état et de controle :

T = Ax + Bu

u=—Gzx
avec GG la matrice de gain. On définie une fonction de cotit de la forme :

J = /0 [/ (T)Q(T)x(7) + o/ (T)Ru(T)] dT

avec les matrices symétriques () et R & déterminer au préalable selon les objectifs.

La matrice de gain optimale G s’exprime comme :

G=R'BM

(1.92)

(1.93)

(1.94)

(1.95)

(1.96)

(1.97)

(1.98)

(1.99)

La matrice M est obtenue a partir de la solution de I’équation différentielle de Riccati,
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soit :
M = NA+ AN — MBRB'M +Q (1.100)

La solution en régime permanent (équation algébrique de Riccati « ARE ») est :

~

M=0 (1.101)
La solution obtenue permet de trouver le cas optimal pour (t), soit :
W(t)= —Gx = —R'B'Mz avec R™'#0 (1.102)

1.4.14 Les étapes typiques d’analyse d’un systéme dynamique (ap-
proche simplifiée)
1. Formulation avec une méthode appropriée de I’équation d’état du systéme.

t = Axr + Bu (1.103)

y=Cx+ Du (1.104)

Exemples : Méthode des noeuds et des mailles, des impédances et admittances

généralisées, la formule de Mason, les équations différentielles, etc.

2. Trouver la ou les fonctions de transfert recherchées.

G1 = — GQ = — ete. (1105)
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION MATHEMATIQUE DES PROCESSUS

Avec S; une variable de sortie et E; une variable d’entrée.

3. Etude de la stabilité du systéme en boucle ouverte avec le test de Routh-Hurwitz,

lieu des poles, plan de Nyquist (systéme bouclé).
4. Etude de I'observabilité et controlabilité du systéme (rang des matrices).

5. Etude de l'erreur statique du systéme ERE (trouver le type du systéme mis sous la

forme canonique).

6. Au besoin, faire I’étude d’un compensateur en boucle fermée d’une variable d’inté-
rét. (ex. méthode empirique Cohen-Coon, méthode de la synthése directe, méthode
numérique de minimisation de 'erreur ITAE « Integral Time-weighted Absolute Er-

ror », ISE « Integral Squared Error », etc.).

7. Réaliser une étude d’optimisation utilisant une fonction de cott J.
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Chapitre 2

Modéles appliqués en mécanique

2.1 Le monte-charge

W

FIGURE 2.1 — Schéma d’un élévateur

Soit le systéme mécanique ci-dessus qui représente un élévateur. A ¢ = 0, la masse est au
repos. La force F' externe permet le mouvement de la masse vers le haut. L’amortisseur B

représente la friction sur les murs lors de la descente.
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

Avec :
— Masse : m = 1000 [kg] ;
— Friction : B = 1000 [Ns/m];

— Accélération gravitationnelle : g = 9.81 [m/s?].

2.1.1 Ecrire ’équation d’état et d’observation si la sortie est la

vitesse.

Poser :
— Position x et vitesse v de la masse comme variables d’état ;
— Le vecteur d’entrée u = [F, g]7.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

=[] | +[B] (2.1)

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position

Equation de vitesse

Faisons la sommation des forces en x :

> Fo=m-a,=P—F—Fp (2.3)
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

En isolant ’accélération, on obtient :

b N (R I P 0 of |F
= B Tl

ol 0 == |v] |-= 1]y
m m

On peut déterminer I’équation d’observation de la vitesse tel que :

y=Czx+ DU
x
Y= {0 1]
v

2.1.2 Trouvez-le résolvant ¥(s).

Le résolvant est donné par :
D(s) = (s] — A~

Avec la matrice d’état, on obtient :

10 0 1
O(s)=|s - B
01 0 ——
m

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

1
B(s) — ; s(s+B/m) (2.10)

s+ B/m

2.1.3 Trouver avec le résolvant ®(s), les fonctions de transfert

G1(s) =v/F et Gao(s) =v/g.

On souhaite obtenir les fonctions de transfert en vitesse du systéme. Celles-ci sont obtenues

par :
G(s) = COB (2.11)
1 1
s s(s+B/m 0 0 —1/m 1
sor=lo] |5 N L - [(Faw) ()] e
s+ B/m m
On obtient :
v(s) —1/m
Gy (s) P = 5 Bm (2.13)
_u(s) 1
Go(s) = 26 " s B (2.14)

2.1.4 Trouver ’expression de v(t) et v(oco) si F(t) = Fu_y et g =

qu_1q.

On cherche 'expression de la vitesse, alors posons le vecteur d’observation :

C = {0 1} (2.15)
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

L’expression de la vitesse est donnée par :

v(t) =2 Hu(s)} = £ H{OP(x;(0) + Bu(s))}

En appliquant la transformée de Laplace, on obtient les entrées suivantes :

F(s) = 2{F()} =

g=2{gt)} =2

Avec des conditions initiales nulles, on obtient dans le domaine temporel :

—DBt —DBt

F [ [
vit)=——[1—em | +g|ll—em
m

Dans le cas d'une descente (F' = 0), on obtient :

u(t) = 9.81(1 — ¢

v(00) = 9.81 [m/s]

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

La courbe de vitesse en fonction du temps lors d'une descente est donnée par :

10 - Evolution de la vitesse du monte-charge (F=0)

X15
9r Y 9.81

Vitesse (m/s)
()]

Temps (s)

FIGURE 2.2 — Vitesse du monte-charge en fonction du temps

2.1.5 Quel est 'ordre du systéme? Le systéme est-il stable en

boucle ouverte ?

Avec la fonction de transfert :

1

Gals) = s+ B/m

(2.22)

Il s’agit d’un systéme de premier ordre avec un pole négatif (p = —B/m), alors le systéme

est stable.
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

2.1.6 Proposer un schéma de régulation par rétroaction de la va-
riable x avec comme variable d’entrée x,.;. F est la variable

de controle et la gravité g est une perturbation.

Tref(5) F 2(s)
Controéleur Gi(s)

F1GURE 2.3 — Boucle de rétroaction de la position du monte-charge

2.1.7 Trouvez ’expression de x(s) du systéme bouclé précédent si

le controleur est G, est une constante K.

Avec la théorie d’addition des entrées, on a :

KG1 (S)

- GQ(S)
©s) =17 KGi(s)

1—|—K—Gl(s)g(8) (2.23)

Tref(s) +
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

2.1.8 Trouvez ’expression de x(t) si X,ef €st une constante X.

On souhaite obtenir les fonctions de transfert en position du systéme. Celles-ci sont obte-

nues par :
Gs) = OB (2.24)
1 1
| | PR R n -
o | k] T e ) e
s+ L/m m
(2.25)
On obtient :
x(s)  —1/m

Gi(s) F(s) s(s+B/m) (2.26)

_x(s) _ 1
Ga(s) g(s)  s(s+ B/m) (227

—1/m 1
Py e S S
2(s) = s(s+ B/m) X s(s+B/m) g (2.28)
—1/m s —1/m s
1+ K———— 1+ K———
s(s + B/m) s(s+ B/m)
Aprés simplification, on trouve :
X
g—K—
x(s) = ( ) Bm K) (2.29)
s{s*+85— ——
m m
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :

e2m sinh
2m

—Bt . (th2+4Km) (gm—KX>

i
o(t) = L Ha(s)} = (2.30)

VB2 +4KM

2.1.9 Question ouverte - Discutez de la stabilité du systéme.
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

2.2 Le rendez-vous spatial

106 m

Vv

mo
F z

FIGURE 2.4 — Schéma de la navette s’approchant de la station spatiale par freinage

Un ingénieur propose d’étudier, en premiére analyse, le systéme de propulsion orbitale de
la navette spatiale afin de déterminer un concept pour les rétrofusées. Il propose d’étudier
I’approche lointaine de la navette a la station spatiale. Le concept du rendez-vous spatial
repose sur le mouvement freiné de la navette sur une orbite stable vers I'orbite stable de la
station [12]. Il suggére de développer un modéle variables d’état avec la position ainsi que
la vitesse de la navette comme variables. La poussée totale du systéme rétrofusée s’exprime

comme suit :

Avec :

— La fraction de la poussée : « = 0 a 1;

— Poussée maximale : F,,, = 53 [kN] (voir [13]);

— Masse de la navette : m = 80 000 [kg];

— Vitesse de la navette : v; 7800 [m/s|;

— Vitesse de la station : vg 7700 [m/s|.
At=0,ona:

— Position de la navette : z(0) = 0 [m];

— Vitesse de la navette : v(0) = 7800 [m/s];
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

— Position de la station : x4(0) = 10° [m|;

— Vitesse de la station : vg(0) = 7700 [m/s|.

2.2.1 Ecrire ’équation d’état du systéme de la navette, si ’entrée

u est la fraction de la poussée a.

Posons :
— La position z et la vitesse v de la navette comme variables d’état ;
— Le vecteur d’entrée u = a.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

=[4]| | +[Bla (2.2)

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].

Equation de position

Equation de vitesse

Faisons la sommation des forces en z :

Y Fo=m-a,=-F,=—aF, (2.4)
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

En isolant ’accélération, on obtient :

T 0 1 T 0
— =+ r o
v 0 0 v -z
m

2.2.2 Trouvez-le résolvant ¥(s).
Le résolvant est donné par :

D(s) = (s — A"

Avec la matrice d’état, on obtient :

10 01
O(s)=1|s -
01 00
1 1
)
0o -
s

(2.5)

2.6)

—~

(2.8)

(2.9)
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

2.2.3 Trouver avec le résolvant ®(s), la fonction de transfert G;(s) =

x/a.

La fonction de transfert est obtenue a partir de I’équation d’état :

G(s) = COB (2.10)
11
- =] o
Gl(s):[l 0] SO R (2.11)
o |
Ch(s) = 28 - —F”;Qm (2.12)

2.2.4 Si on suppose une fraction de poussée égale & 0.5, trouver

les expressions de x(t) et v(t) avec la transformée inverse de

Laplace.

On sait que « est donné dans le domaine temporel par :

g(t) =0.5-u_4(t) (2.13)

Avec u_4(t) la fonction échelon.

Alors, dans le domaine s, on obtient :

05 (2.14)
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

Déterminons la fonction de la position :

Aprés résolution, on obtient :

x(t) = L Hx(s)} = 7800t — 0.1656t> [m)]

Pour la fonction de vitesse :

Apres résolution, on obtient :

v(t) = L Ho(s)} = 7800 — 0.3313¢t [m/s]

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

Pour compléter 'analyse, il propose deux stratégies pour le controle de la poussée lors de

I’approche de la navette vers la station spatiale :
1. La décélération sera linéaire.

2. La décélération sera calculée par une boucle (PI).

2.2.5 Deéterminer la fraction de poussée a et la durée du trajet ¢,,

avec une décélération linéaire.

A partir des équations pour le mouvement uniformément accéléré (MUA), on trouve pour

le rendez-vous :

T = T (2.21)
1
i1(0) + vo(0)t,, + §a2t2v = 10° + v,t,, (2.22)
et

To = Vs (2.23)
v9(0) + agt,, = vs (2.24)

Soit :

1 .

7800t,, + Eagtfv = 10° + 7700t,, (2.25)
7800 + ast,, = 7700 (2.26)
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

La solution pour as et t,, est :

(vs — 22(0)(22(0) — v,) (7700 — 7800)(7800 — 7700)

— - 2.2
2 2103 2.106(—0.662) (227)
ag = —0.005 [m/s?] (2.28)
Soit :
as = fa (2.29)
oa=754-1073 (2.30)
et
2-10° 2-10°
by = = (2.31)
(z2(0) —v,) (7800 — 7700)
tro = 2-10%[s] (2.32)

2.2.6 Proposer une régulation en boucle fermée pour le rendez-

vous avec un controleur PI.

La boucle proposée est la suivante :

2(0)

FI1GURE 2.5 — Boucle de rétroaction de la position de la navette

Avec :
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

— G.=P+=
TS
Lot
S

Aprés manipulation, 'expression de z5(s) est :

() = %vs(s) + % (2.33)
Soit :
£a(s) = B(P1s + 1)vs(s) + Tsx2(0) (2.34)

782+ P1fBs+ 3

Posons un échelon pour v, on obtient :

(0.3315 P2r — 6.04)
_ 50P+\/T VT —0.33Pt

t) =21 = |50 - —Y—

z2(t) trals)} P2 —6.04

0.33ty/ P21 — 6.04

50P _< —0.33P )
504 ——0PVT VT = 03301 + 7700 (2.35)
VP21 —6.04

A partir du fichier Excel disponible avec ce livre, on obtient les graphiques suivants mon-
trant les valeurs obtenus pour 1'écart de position Ax(t), la vitesse x2(t) de la navette ainsi

que la fraction de la poussée a(t).

Les valeurs calibrées de P et 7 pour placer la navette & 1000 [m| de la station spatiale

sont :
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

P=14-10"*

T =2.75-10°

Le temps nécessaire pour le rendez-vous est 40 000 [s| et la vitesse de la navette a 1000

[m] est 6 [cm/s|.

m)

Ecart de position Ax

1,2E+06

1,0E+06

8,0E+05

6,0E+05

4,0E+05

2,0E+05

0,0E+00

0

5000

Ecart de position A x = x.- X,

10000 15000 20000 25000
Temps depuis début du rendez-vous (s)

—delta x (PI)

delta x (constant)

30000

(a) écart de position

0,016

0,014

0,012

0,010

Poussée (-)
°
o
8

0,006

0,004

0,002

0,000

0

5000

35000 40000 45000

7800

7790

7780

7770

Poussée o

5000

10000

Vitesse v, de la navette

15000 20000 25000

30000

—v2 (Pl)

v2 (constant)

35000

Temps depuis début du rendez-vous (s)

—alpha (P1)

(b) Vitesse

alpha (constant)

\

10000 15000 20000

25000

30000

35000

Temps depuis début du rendez-vous (s)

(c) Fraction de la poussée

40000

45000

FIGURE 2.6 — Simulation en boucle fermée du rendez-vous spatial

40000

45000

57



CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

2.3 Le sous-marin en mouvement

Un ingénieur systéme a le mandat d’étudier la navigation du sous-marin dans le but
de mieux comprendre les mécanismes en jeu. Pour ce faire, il propose l'approche de la

modélisation utilisant 1’équation d’état.

Le sous-marin est un systéme complexe dont la navigation sous ’eau fait appel a la loi de
la flottaison d’Archimeéde (en plongée), a la loi de Pascal (la profondeur maximale avant
implosion) et le mécanisme du remplissage et de la vidange des réservoirs d’eau ou d’air

nommeés ballasts.

Ballast Ballast

FIGURE 2.7 — Ballasts de sous-marin

Afin de rendre les simulations plus réalistes, 'ingénieur choisit les paramétres du sous-
marin nucléaire russe de classe Borei [14]. De plus, afin de rendre le développement des

équations moins difficiles, plusieurs hypothéses simplificatrices sont posées.
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

— Le sous-marin se déplace dans un plan 2D, soit en avance x et en profondeur y (plan
zy);

— La densité de 1’eau p est constante ainsi que les mouvements de ’eau nuls;

— Les mouvements du sous-marin sont limités & = et y c’est-a-dire que le tangage, le
roulis et le lacet du sous-marin sont nuls;

— Les réservoirs ballasts sont au nombre de 1 (placé le long du sous-marin);

— Une seule pompe de ballast ;

— la puissance du réacteur nucléaire (OK-650V 190 [MW]) est transmise a ’hélice de
propulsion ;

— La friction de l'eau sur la coque est limitée dans la direction du déplacement x
seulement. C’est-a-dire que la friction de 'eau en plongée est négligée (vitesse de

plongée faible).

Purges fermées (surface)

Purges ouvertes

Purges fermées (plongée)

presses
de purges

FIGURE 2.8 — DCL du sous-marin
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CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

Les variables et paramétres numériques retenus du sous-marin Borei sont les suivants :

Tableau 2.1 — Résumé des données disponibles pour le probléme du sous-marin

Parameétre Symbole  Unité Valeur
Force de poussée de I'hélice aky, [N]
Force de poussée maximale F, [N] 12.69 - 10°
Fraction de la puissance du .

. e a -] 0al
réacteur envoyée a 1’hélice
Viscosité cinématique de 'eau a 4°C Veaug-c [m?/s]  1.52-10°
Densité constante de 'eau p [kg/m?3] 1000
Surface de trainée (maitre-couple) A, [m?] wd?/4
Coeflicient global de trainée
du sous-marin (coque et massif) Clrtotal -]
dans la direction de ’avance
Maitre-bau du sous-marin (diamétre) d [m] 13.5
Force de trainée de la coque F, IN]

(au total avec le massif)
Constante gravitationnelle g [m /%] 9.81
Constante pour la force de

trainée direction x Ky [ke/s]

Longueur' du sous-marin de I fm] 170
forme cylindrique

Masse de la coque du sous-marin Me [kg|

Masse d’eau variable dans le ballast Me [kg|

Masse sous-marin en surface m; lke] 147 - 106

(coque et eau de ballast)

Débit d’eau variable de la pompe
du ballast (positif entrée d’eau, Mpo [ke /s
négatif sortie d’eau)

Masse sous-marin début de

plongée (début immersion totale) s [ke] ~ 24.33-10°
Volume de la coque (cylindrique) V. [m?]

Volume d’eau disponible dans les ballasts Ve [m?]

Vitesse maximale en avance (plongée) Umaz [m /s 14.8
Vitesse en avance direction x Vg [m/s]

Vitesse en plongée direction y vy [m /s

Puissance maximale de I’hélice en avance W [MW]| 190
Distance x ciblée Te [m|

Profondeur maximale de plongée Ymaz [m| 480
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Premiére analyse

Avant de commencer 1’analyse, on peut déterminer certains parameétres manquants. Com-

mengons par trouver le volume du sous-marin :

V. =mr?L =7 -6.75* - 170 ~ 24330 [m?] (2.1)

On peut déterminer le poids a la surface :

P, =14.7-10°-g=14.4-10" [N| (2.2)

On peut déterminer le volume disponible des ballasts :

P, — P, = g(24.33-10° — 14.7 - 10°) = P.,, (2.3)
Peau = gp‘/e =9.1- 107 [N] (24)
V., = 9300 [m?] (2.5)

On peut aussi déterminer le coefficient global de trainée du sous-marin dans la direction

x. Avec le nombre de Reynolds Re autour du sous-marin :

g _ Vmaad 148135

= Tro 106 ~ 1.3 - 10® (Turbulent) (2.6)
VequdC . :

On trouve le coefficient de trainée pour une sphére en régime turbulent Cysppere =~ 0.51.
On ajoute le frottement de la coque qu’on estime & Ceoqye = 0.2 ainsi que celui du massif

Cmassif ~ 0.1.
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Alors,

Clototar = 0.51 +0.2 4 0.1 = 0.81 (2.7)

Partie A : Direction x de ’avance du sous-marin.

2.3.1 Faire la somme des forces en x et trouver I’équation d’état.

Poser :
— I1 =T,
— T2 = Uz
— u=q;

— Fp, = %prtomlevi o (%pC’Itomlevmw) v, = Kjv, (linéarisation de la loi) ;
— La masse totale du sous-marin en plongée est constante pour 'accélération soit

my = 24.33 - 108,

On cherche ’équation d’état sous la forme :

—[4] || +[Bla (2.8)

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position
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Equation de vitesse

Faisons la sommation des forces en z :
Y Fo=mua, =F = F, - Fp, (2.10)

Déterminons la force de poussée maximale F),. A vitesse maximale constante, on aura la

fraction de la poussée maximale (o = 1) ainsi qu’une accélération nulle. Alors,

max

1
0=F, = §pcxtomlev? (2.11)

F, = 12.69 [MN] (2.12)

Faisons une linéarisation de la vitesse afin de déterminer la constante de la force de trainée

dans la direction z (K).

1
fo ~ (iprtotalevmax) Uy = Klvx (213)

K, =5.87-10° [kg/s] (2.14)

On peut donc remplacer les parameétres dans la sommation des forces et isoler pour 'ac-
célération, supposons aussi que la masse d’eau dans le sous-marin ne varie par pour 1’ac-

célération en x :

o K
by = —me (2.15)
me + me me + me
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On obtient ’équation d’état :

" 0 1 " 0
- K 1 R,
(0 _—_ Vg
Me + Me Me 4 Me
2.3.2 Trouvez-le résolvant ®(s).
Le résolvant est donné par :
D(s) = (sl — A"
Simplifions ’écriture :
—K; —8.57 - 10° L
= = = —0.0352 |s°
T et m. 2433106 =]
F,, 12.69 - 10°
b= = = 0.5215 [m/s?]

Avec la matrice d’état, on obtient :

Mme +m.  24.33- 106

S » =

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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2.3.3 Si la sortie est x;(t), (C = [1,0]). Trouver I’expression de

x(t) avec le résolvant.

On connait la matrice d’observation pour la position donnée par :

o[

On détermine I'expression de la position a partir du résolvant :
z(s) = C® (z(0) + Bu)

Le sous-marin est a 'origine avec une vitesse nulle (f = 0), on peut réécrire :

z(s) = CPBu
1 1
s s(s—a) 0 o
z(s)=1{1 0 1 -
0 b| *
s—a
ab

I1 suffit de faire la transformée inverse afin d’obtenir ’expression de la position :

x(t) =2 Ha(s)}

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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En remplacant avec les valeurs numériques :

z(t) = o~ 420.9 (e 0%% 4+ 0.0352t — 1) [m|

2.3.4 Quel est le type du systéme pour ’avance ?

On obtient la fonction de transfert suivante a partir de I’équation (2.26) :

On en déduit que le systéme est de type :

p=1

(2.29)

(2.30)

(2.31)

2.3.5 Si la sortie est x2(t), (C = [0,1]). Trouver I’expression de

v(t) avec le résolvant.

On connait le vecteur d’observation pour la position donnée par :

op

On détermine I'expression de la vitesse a partir du résolvant :

v(s) = C® (2(0) + Bu)

(2.32)

(2.33)

66



CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

Le sous-marin est a l'origine avec une vitesse nulle (¢ = 0), on peut réécrire :

v(s) = CPBu (2.34)
L,
v(s) = s s(s—a) e (2.35)
9=|o ]|’ IR
ab
v(s) = o p— (2.36)

I1 suffit de faire la transformée inverse afin d’obtenir ’expression de la vitesse :

v(t) = L Ho(s)} (2.37)
v(t) = —%b (e” —1) (2.38)

En remplacant par les valeurs numériques :

v(t) = a-14.8 (1 — e "9%%) |m/s] (2.39)

2.3.6 Quel est le type du systéme pour la vitesse d’avance ?

On obtient la fonction de transfert suivante a partir de I’équation (2.26) :

Gols) = =2 = (2.40)

On en déduit que le systéme est de type :

p=0 (2.41)

67



CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

2.3.7 Faire des simulations pour différentes valeurs de «a. Tracer
le graphique de x(t) et v4(t) en fonction du temps pour les

premiéres 800 s.

Position du sous-marin Vitesse du sous-marin
12000 151
a=0.1 a=0.1
-—--a=05 -—-—a=05
10000 | a=1 a=1
8000 - 10
= w
E £
z =
S 6000 F ° 5P NI Epppy
= & .
g - 2 /
a Jo- S /
4000 PP 5r )
2000 - ///’/
0 n | . . . . | 0 . . . . . . . |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
Temps (s) Temps (s)
(a) Position horizontale du sous-marin (b) Vitesse horizontale du sous-marin

FIGURE 2.9 — Simulation du sous-marin pour différentes poussées

Partie B : Direction y de la plongée du sous-marin

2.3.8 Faire la somme des forces en y et trouver 1’équation d’état.

Poser :
— T1 =Y
T Ty = Uy
—u=1-=pVe/(ms +me);

— Me = Mpot.
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On cherche ’équation d’état sous la forme :
= [A] + [B]a (2.42)

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position
y =y (2.43)

Equation de vitesse

Faisons la sommation des forces en y :
Z Fy = (mS + me)ay =P - Parchimede - ny (244)

Faisons I’hypothése qu’on peut négliger la force de friction dans la direction y puisque la

vitesse est faible. On obtient alors :
(ms +me) ay = (ms +me) g — pVeg (2.45)
Pour 'accélération :
Uy =g (1 — p—Vc) (2.46)
Simplifions ’écriture :

_ _ 2.47
— (2.47)
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On obtient donc I’équation d’état :

01 0
Yy Yy
- + | a-p
Uy 0 0] |Y% g
Avec le bilan d’eau dans les ballasts :
dm .
G = e

Me = / —dt / Mpodt = Mt
0

On note que le modéle n’est pas linéaire pour le vecteur u :

2.3.9 Trouvez-le résolvant ¥(s).

Le résolvant est donné par :

D(s) = (s] — A~

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
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Avec la matrice d’état, on obtient :

w |

2.3.10 Trouver ’expression de y(t).

(2.53)

(2.54)

Etant donné que le systéme est non linéaire, il peut s’avérer difficile d’obtenir les solutions

de la position et de la vitesse. Par contre, en connaissant les conditions initiales, on peut

utiliser une méthode numérique et procéder par itération en suivant la définition de la

dérivée.

L’expression de la dérivée au premier ordre de la vitesse :

dv i
Vyit+1 = d_?dt + Vy.i
Ve
Vy,i+1 = g <1 — #) At + Vy.i
s pO,i

L’expression de la position :

Yir1 = V; AL+ y;

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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2.3.11
pour les premiéres 800 [s].
1800 - Position du sous-marin
Tipe=10 (kg/5) | /
1600 - =20 (kg/s)
1400 ///
1200 [ /

1000 [

Position y (m)
n B (2] @
o o o o
o o o o

o

400 500 600 700 800
Temps (s)

100

o

200 300

(a) Position en plongée du sous-marin

Vitesse y (m/s)

Tracer le graphique de y(t) et vy(t) en fonction du temps

Vitesse du sous-marin

titpe=10 (g/s)
— = — — =20 (kg/s) |,/
g

400 500 600 700 800
Temps (s)

300

(b) Vitesse en plongée du sous-marin

FIGURE 2.10 — Simulation du sous-marin pour différents débits d’eau des ballasts
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2.3.12 Trouver une stratégie pour placer le sous-marin & 360 m

sous 1’eau. Tracer 1’évolution du débit des pompes.

La stabilisation du sous-marin & une profondeur donnée est complexe. En effet, il faut
couler le sous-marin (1, positif) et ensuite retirer toute ’eau ajoutée au bon moment
(1, négatif) pour stabiliser le sous-marin & la plongée désirée, a la vitesse nulle v, et a la
masse stabilisée du sous-marin m.

A partir du fichier Excel, on obtient les résultats suivants par essai et erreur pour Mo

Profondeur en plongée Vitesse de plongée
Temps de plongée (s) Temps de plongée (s)
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800

50
\\ 0,2 /
E 100 N\ =
~ ~
& Eos
%ﬂ 150 ‘i
= c
200 206
— ('U
: b
T 250
S N ﬁ 08
K AN g
& 300 N\ ” \\\//
\ 1,0
350 P
400 1,2
(a) Position de la plongée (b) Vitesse de la plongée

Evolution du débit de pompe des ballasts
250

200
150
100
|
L
0 100 200 00 400 500 600 700 800

Temps de plongée (s)

Débit (kg/s)

o

-100

-150

(c) Controle du débit des ballasts

FIGURE 2.11 — Simulation de la stabilisation du sous-marin & une profondeur y
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2.3.13 Donner un schéma de régulation du débit des pompes de

ballasts ainsi que de la puissance du réacteur pour 1’avance.

Posons :
Mpo & K(Yres — y) (2.58)
Avec :
— Ymaz = 480 [m];
— Mporraz = 200 |kg/s|.
Alors :
Mportaz 200
K =—"22% — Z " —0.416 |ke/s- 2.59
T kg /s‘m] (2.59)

On propose le schéma de régulation du débit des pompes suivant :

yref(5> mpo y(S)
S K y = (1)

FIGURE 2.12 — Schéma de régulation de la position du sous-marin

On pose :

a=Ae=AYd"Y (2.60)
y'ref

On propose le schéma de régulation de la puissance suivant :
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CBref(s) « ZE(S)

5> K v = f(a)

FIGURE 2.13 — Schéma de régulation de la puissance du réacteur pour I’avance du sous-marin

2.3.14 Donner le modéle équation d’état du déplacement en 2D

du sous-marin

En combinant les deux équations d’état, on obtient le modéle suivant :

z 0 1 00 T 0 0
-K F,,
vy 0 ——— 0 0| |o, ——" 0 o
— Mg + M, + | M + Mme . p‘/c (261)
] 0 0 01 Y 0 0 - m
_Uy_ O 0 0 0 _Uy_ 0 g

Avec :
— Masse d’eau dans les ballasts : m,. = 1.t ;
— Fraction de la poussée maximale : a =0 4a 1;
— Force de poussée maximale : F,,, = 12.8 [MN];
— Constante d’accélération gravitationnelle : g = 9.81 [m/s?|;

— Volume du sous-marin : V, = 24330 [m?].
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Le sous-marin en plongée est un probléme dit & masse variable. Connaissant
les volumes de mg et m,, est-ce acceptable de considérer le probléme a masse

constante 7

Faisons le rapport entre la variation de la masse d’eau dans le ballast et la masse du

sous-marin en début d’immersion :

Am, _ 9.3-10°
ms  24.33-106

—0.38 (2.62)

Non, il ne semble pas raisonnable de considérer le sous-marin comme ayant une masse

constante.

76



CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

2.4 Le missile balistique intercontinental (« ICBM »)

Un ingénieur aérospatial a le mandat d’étudier le vol d’un missile intercontinental dans le
but de mieux comprendre les mécanismes en jeu. Pour ce faire, il propose ’approche de la

modélisation utilisant I’équation d’état.

Le vol du missile est un systéme complexe en 3D qui fait appel a la loi de la poussée d’une
fusée, aux lois de Newton, aux lois de 'aérodynamisme et au mécanisme de guidage de
la fusée. Plusieurs variantes du vol sont possibles, mais d’une maniére générale, les phases

suivantes de vol balistique peuvent étre distinguées :

1. Phase de poussée : C’est la phase initiale du lancement, d’'une durée d’environ 3 &
4 minutes. Le missile va accélérer jusqu’a atteindre une vitesse moyenne d’environ 7
[km/s|. Cette phase de poussée permet au missile d’atteindre une altitude se situant

entre 150 et 200 [km] ;

2. Phase intermédiaire : C’est la phase du vol suborbital, c’est lors de celle-ci que
le missile fait la majeure partie de son voyage sur une orbite elliptique. Le missile
peut atteindre un apogée d’environ 1000 |km]| et parcourir plus de 10 000 |km| en

une trentaine de minutes;

3. Phase de rentrée : Cette la phase ou le missile va redescendre et libérer quelques

ogives. Celle-ci se passe en environ 2 minutes.
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/

2

i

FIGURE 2.14 — Schéma de lancement et de la trajectoire d’un missile balistique intercontinental
« ICBM » (figure originelle [15])

Pour le guidage du missile, différentes technologies existent comme le systéme Vernier
(Vernier Thruster) soit des fusées latérales pour la direction. Dans le cas de 'analyse, on
admet que le moteur de la fusée peut s’orienter avec un angle o dans un axe différent de

celui du vol 6.
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.

FIGURE 2.15 — Orientation des moteurs et du vol

Pour réaliser le premier modeéle simple, il propose plusieurs hypothéses simplificatrices :

1.

2.

10.

Le missile contient un seul étage et une seule masse a transporter;

Le missile se déplace dans un plan 2D zy. La direction x est la distance parcourue

et la direction y est ’altitude du missile par rapport au niveau du sol ;

. La surface de la Terre est considérée plane ;
. La rotation de la Terre n’est pas considérée pendant le vol;

. Le moment d’inertie du missile I est considéré comme celui d’un cylindre avec le

combustible uniformément distribué le long : I = mL?/12;

. La rotation du missile s’effectue autour du centre de masse CM située & L/2;

La force de friction moyenne de l'air sur le missile F; s’exprime comme F; = av?

avec a le coefficient de frottement et v la vitesse du missile ;

. Le taux de consommation du combustible b est constant lors du vol;

. La force de poussée s’exprime comme F, = afF), avec a la fraction 0 a 1 de la

poussée maximale ;

Les effets de la chaleur sont négligés.
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La loi de la propulsion des fusées permet d’estimer la vitesse maximale a la fin de la poussée

avec 1’équation de Tsiolkovski suivante :
Av=v;—v; =glgln <@> — gAtsind (2.1)
my

Avec 6 : angle moyen pendant le vol.

Afin de rendre les simulations plus réalistes, I'ingénieur choisit les paramétres des missiles
Nord-Coréen Taepodong-1 et Hwasong-12 [16]. En résumé, le tableau suivant présente les

données trouvées :

Notons que peu d’informations sont disponibles & propos des missiles et plusieurs valeurs
ont été estimées avec réalisme.

Tableau 2.2 — Résumé des données disponibles des missiles Taepodong-1 et Hwasong-12

Parametre Symbole  Unité Taepodong-1 Hwason-12
Temps de poussée At [s] 305 161
Déviation du moteur Omaz ] 0.02 0.075
Angle de déviation de départ du missile do I°] 90 90
Angle de départ du missile o [°] 90 90
Coeflicient de la force de trainée du missile a |kg/m] 0.00045 0.000092
Taux de consommation du combustible b [kg/s| 105 170
Force de poussée maximale du missile F, [N] 310679 394000
Impulsion spécifique I, [s] 230 264
Longueur du missile L [m] 25.8 16
Masse du missile au départ mo [kg| 33500 28000
Charge utile a la fin du vol my [kg| 500 500
Masse du missile vide my, [ke] 1000 1500
Quantité de combustible Q [kg] 32000 26000
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Partie A : Direction x de avance du missile et y en altitude.

2.4.1 Faire le schéma de situation du missile de vol (DCL) pour
bien identifier les angles 9 et 6. Identifier les forces agissant

en x et en y.

V

1
> 7r

FIGURE 2.16 — Diagramme du corps libre d’un missile balistique
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2.4.2 Faire la somme des forces en x et y et trouver les équations

du mouvement.

Posons :

1
Fr = §pCAv2 = av? (2.2)
m = mgy — bt (2.3)
Faisons la somme des forces en zx :
> F,=ma, = F,, — F, (2.4)

On sait que la force de poussée est donnée par :
F, =afF, (2.5)
Alors, selon 'axe x on a :
F,y = aFy, cosé (2.6)
Ce qui permet d’obtenir la somme des forces en z :
Z F, = ma, = aF,, cos § — av?cosb (2.7)
De facon analogue, on obtient la somme des forces en y :

ZFx = ma, = aF, siné — av’sinf — P (2.8)
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Partie B : Rotation du missile autour du centre de masse.

2.4.3 Faire la somme des moments autour du centre de masse et

trouver I’équation du mouvement en rotation.

Si 0 # 6 pour V ¢, alors une rotation apparait autour du centre de masse. Faisons la somme

des moments :

> M,=16=—F,r (2.9)

Avec :
r=1Isin(J —6) (2.10)
= "g (2.11)
I~ g (2.12)

Alors,
> M. = %Lé = —aF,,sin(J —0) (2.13)
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Partie C : Variables d’état.

2.4.4 Poser les 7 variables d’état suivantes et donner les équations

individuelles.

Posons :

do

= 6 = —

I T2 di

dx

T3=0T Ty=—

3 LN

dy

e = T = —

5=Y Te dt

T7r =M
Equation de position en rotation

0=uw (2.14)

Equation de vitesse en rotation

Avec la somme des moments :

_6aF,,sin (6 —0)
Lm

= (2.15)

Equation de position en x

i =, (2.16)
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Equation de vitesse en x

Avec la somme des forces en x :

2 4 .2
. aF,,cosd a (vx + vy) cosf
Uy = -
m m

Equation de position en y

Equation de vitesse en y
Avec la somme des forces en y :
aF,sind  a(v2+v])sind

Uy = - -9
m m

Equation de la masse

On sait que la masse est donnée par :

m=mgy — bt

Alors,

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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Partie D : Solution numérique des équations différentielles du pre-

mier ordre.

Le systéme de 7 équations du premier ordre n’est pas linéaire. Alors, la solution analytique
n’est pas possible avec le résolvant. En effet, ¢’est un probléme typique a masse variable
avec les fonctions sinus et cosinus. La solution peut étre faite avec 'aide d’une méthode

numeérique.

2.4.5 Utilisant la définition de la dérivée numérique d’ordre 1,

v+1
7

écrire les expressions des x;" " variables d’état.

At =0, on a les paramétres statiques suivants : dg, At,0,a,b, F, g, L, mg et t,,., ainsi que
les paramétres dynamiques suivants : o, 0, w, 0, m, vz, vy, T,y et y

La définition de la dérivée numérique d’ordre 1 est donnée par :

2

dt At

dl‘i - (Il-)+1 — I‘;})

(2.22)

On peut donc calculer les nouvelles variables par dérivation numérique. Commencons par

I’équation de la vitesse en x :

dv, (vutt — oY) n
— iy =l ) e g Ao 2.2
il A7 — vy U, AL+ v (2.23)
v)2 v)2
Wt = (O‘Fm cosd _ a ()’ + () )CM) R (2.24)
m m
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De la méme fagon, on obtient :

vy = (aFn;;iné _elle) +ﬂgv;’)>2) o g) At + v} (2.25)
W't = (—G(zim sin (§ — 9)> At 4w’ (2.26)

m't = —bAt + mY (2.27)

't = o AL 4 2 (2.28)

y =0t AL+ gy (2.29)

0o = WAL + 6 (2.30)

Partie E : Simulations numériques du missile Taepodong-1.

2.4.6 En utilisant les expressions trouvées a 1’aide des dérivées nu-
mériques, effectuer une simulation du lancement du missile
Taepondong-1.

Poser que le guidage du missile, soit ’angle  du moteur, est contrélé avec un systéme

inertiel embarqué selon la loi suivante :

—4
+ ¥mae (0 = 45) pour 6 > 45° (2.31)

y=10 pour 6 < 45° (2.32)

A partir du fichier Excel disponible, on obtient les résultats de simulation suivants :
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Trajectoire du missile

Orientation axe du missile avec horizon
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FIGURE 2.17 — Simulation du missile Taepodong-1
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2500000

2000000

1000000

500000

0 200

(a) Distance parcourue

Distance parcourue Altitude du missile
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1000000

800000

m)

600000

Altitude (

400000

200000

400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200
Temps de vol (s) Temps de vol (s)

(b) Altitude du missile

FIGURE 2.18 — Simulation du missile Taepodong-1 (suite)

2.4.7 Pour la simulation précédente, quelle est la vitesse a la fin de

la poussée simulée et celle calculée par I’équation de Tsiol-

kovski ?

A partir de la simulation du fichier Excel, on obtient une vitesse simulée de 6.26 [km/s].

Prenons maintenant 1’équation de Tsiolkovski en supposant une vitesse initiale nulle :

Av=vy—v; =gl In (@> — gAtsinf (2.33)
mpy
33500
vp =9.81-2301n (W) — 9.81-305sin75° = 6.597 [km,/s| (2.34)
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2.4.8 Avec les paramétres de la simulation précédente, une étude
de I'impact de la quantité de combustible est réalisée. Quelles
sont la portée du missile et la vitesse a I'impact si la masse
du combustible diminue de 2000 [kg], mais la masse totale

du missile demeure la méme ?

A partir du fichier Excel disponible, on obtient les résultats de simulation suivants :
— Portée : 1553 |km];
— Vitesse a la fin de la poussée : 4.03 [km/s|;

— Vitesse a I'impact : 4.36 [km/s].

Orientation axe du missile avec horizon Trajectoire du missile
90
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80
70 1000000
60
@ - 800000
E,ﬂ 50 £
kel L
2 S 600000
540 £
& <
30 400000
20
200000
10
o 0
0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000
Distance parcourue (m) Distance parcourue (m)
(a) Orientation par rapport a ’horizon (b) Trajectoire du missile

FIGURE 2.19 — Simulation du missile Taepodong-1
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Vitesse du missile Vitesse ascentionnelle
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FIGURE 2.20 — Simulation du missile Taepodong-1 (suite)
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Partie F : Simulations numériques du missile Hwasong-12.

2.4.9 Utilisant les expressions précédentes, effectuer une simula-
tion numérique du lancement du missile Hwasong-12. Quelle
est la portée du missile dans ces conditions de vol ?

A partir du fichier Excel disponible, on obtient les résultats de simulation suivants :

— Portée : 3618 |[km];

— Vitesse a la fin de la poussée : 8.35 |km/s|;

— Vitesse a 'impact : 5.56 [km/s].

Orientation axe du missile avec horizon 900000 Trajectoire du missile
90
80 800000
70 700000
60 600000
= —
£
;EJD 50 ~ 500000
S S
3
[
F:n 20 E 400000
£ <
30 300000
Altitude du missile
20 200000
Lancement 15 septembre 2017, réf.
10 100000 NTl.org
| Poly. (Lancement 15 septembre 2017,
réf. NTl.org)
0 0
0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000 4000000 0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000 4000000
Distance parcourue (m) Distance parcourue (m)
. . T . s . ..
(a) Orientation par rapport a ’horizon (b) Trajectoire du missile

FIGURE 2.21 — Simulation du missile Hwasong-12
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Vitesse du missile
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FI1GURE 2.22 — Simulation du missile Hwasong-12 (suite)
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2.4.10 Sile missile Hwasong-12 était lancé, a la verticale compléte,
soit & 90° constant (0§ = § = 90°). Quelle serait ’altitude

maximale approximative atteinte 7
A partir du fichier Excel disponible, on obtient une altitude d’environ 2467 [km].

Altitude du missile
3000000

2500000

2000000

(m)

1500000

Altitude

1000000

500000

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Temps de vol (s)

FIGURE 2.23 — Evolution de l'altitude du missile Hwasong-12

2.4.11 Un systéme antimissile [17] ayant une portée de 200 km de
rayon est envisagé pour intercepter le missile Hwasong-12.
De combien de temps de vol ’antimissile dispose-t-il pour

intercepter le missile 7

A partir du fichier Excel, on obtient que le missile est & 200 [km]| de 'impact a 1053 [s] et
que celui-ci touche le sol & 1107 [s]. Alors, le systéme antimissile a moins de 54 [s| afin de

I'intercepter.
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2.4.12 L’hypothése de la terre comme une surface plane n’est pas
valide pour le lancement précis d’un missile. Quelle serait
P’approche & utiliser comme systéme de coordonnées pour
le guidage ?

Il serait possible d’utiliser les équations d’Euler qui décrivent 1’évolution des vitesses an-

gulaires des coordonnées relatives au missile (w; p7) en fonction des couples dans les coor-

données du missile (7; 5s) ainsi que les équations qui décrivent 1’évolution des angles ¢, 6,1

(roulis, inclinaison, tangage) du missile. Au total, 6 équations différentielles non-linéaires.
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2.5 Le pont piétonnier a sections

Un ingénieur civil a le mandat d’étudier les mécanismes en jeu lors de la vibration du

tablier d’'un pont piétonnier a sections dans le but d’optimiser la conception.

Pour ce faire, il propose 'approche de la modélisation utilisant I’équation d’état. En effet,
les vibrations du tablier engendrées par le passage des piétons peuvent étre indésirable
voir dangereuses si elles sont trop importantes. De plus, le tablier du pont consiste a
I’agencement soudé bout & bout de sections pré construites afin de faciliter la construction

sur les sites difficiles d’accés.

Pour réaliser le premier modeéle simple, il propose de modéliser les aspects de 1’énergie
¢élastique emmagasiner aux joints de soudure des sections lors des petites déformations

angulaires entre les sections.

+ _

F
soudure
/\ . . (\
o
O O
01 Fg M ; Fy 02

FIGURE 2.24 — Schéma d’un pont & sections

Les principales hypothéses simplificatrices sont :
1. Les sections sont rigides et les déformations sont engendrées aux joints des sections;
2. Les extrémités du pont reposent sur 2 appuis libres;

3. Le pont posséde 2 sections de longueur L ;
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4. At = 0, le pont est au repos et les petites déformations sont engendrées par le

poids du tablier ;
5. L’énergie élastique de déformation est proportionnelle aux angles entre les sections ;

6. L’énergie mécanique totale est conservée sous la forme élastique et cinétique.

Partie A : Modéle simplifié des équations d’état.

2.5.1 Trouver I’équation d’état du systéme (linéaire) sachant que
x; et xo sont les variables d’états 6; et w; de rotation des

sections autour des appuis

Poser que les entrées sont la force F, appliquée au joint des sections et la gravité.

Cas 1

On cherche 'équation d’état sous la forme :

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].

Equation de position (6)
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Equation de vitesse (w)

Faisons la somme des moments autour des appuis.

L 3L

E ]\4'01 = [Oél = FQE + FyL — ]\4'51 + F97
L 3L

> Mo, = Iay = —F5 — F,L = M., = F,~

En supposant une énergie élastique linéaire aux soudures, on pose :

M51 = K101
M32 = K292
Avec la compatibilité :
01 = —06
W1 = —Wy
a1 = —Qy

On obtient,

Iy = 2F,L+ F,L — Kb,
_ 2L, KL Kb
I I I

w1

(2.3)

(2.4)

(2.7)
(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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On remplace les équations de position et de vitesse dans I’équation d’état :

0, 0 1| |6, 0 0 F,
w1 I w1 N i g

2.5.2 Poser que la force F(y) est variable et positionnée & une
distance y de 'appui 1. Trouver I’équation d’état et pour-

suivre le développement lorsque la force est située sur la 2e

section.
Cas 2
F(y)
; > Y
Y
m () m
O | O
o M o
: ’ F, ’

FIGURE 2.25 — Schéma du cas ot la force est sur la premiére section

Faisons la somme des moments sur les appuis :

L 3L
> Mo, =Ien = Fyg + Fy = My, + F,~ (2.13)
L 3L
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On obtient,

. 2F,L Fy Kb,
Ton = 9 -z _ - 2.1
T T T (2.15)
On remplace dans I’équation d’état :
0, 0 1| |6 0 0 Fy
= x + 11 omL pour 0<y<L (2.16)
w1 7 0 w1 f —[ qg

Cas 3, la force F(y) est sur la deuxiéme section.

O O
0, Fg M F

FIGURE 2.26 — Schéma du cas ou la force est sur la deuxiéme section

Faisons la somme des moments sur les appuis :

L 3L
> Mo, = Iy = FyS + F2L—y) = M, +

F (2.17)
L 3L
> Mo, =1Tay = —Fy5 = FQL—y) = M, — Fy= (2.18)
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On obtient donc :

. 2R L F(2L-vy) K6
Iy =278 . 2.1
e i (2.19)

On remplace dans I’équation d’état :

0, 0 1| |6 0 0 ||FeL-y)
= x + 11 oml pour L <y<2L (2.20)
“af 7 el oL

2.5.3 Poursuivre le développement du modéle avec ’ajout d’une
3e section. Etudier les différents cas de déplacement de la
force F(y) sur les trois sections. Trouver 1’équation d’état

pour le cas ou la force F est située sur la premiére section.

FIGURE 2.27 — Schéma d’un pont & 3 sections
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Cas 1, la force F(y) est sur la premiére section.

Faisons la somme des moments sur les appuis.

L L L
E Mo, = Toy = Fg5 + Fg% + Fg% + Fy — M, — 2M,, (2.21)
Z L 3L 5L
MO2:IOé2:Fg§+Fg_2 +Fg?+Fy_Msl_2M82 (222)

Alors pour 0 < F(y) < Lon a:

9L

lay = Fy— + Fy — M, —2M,, (2.23)
9L

[()CQZFg7+Fy—2M31 _M32 (224)

Cas statique, aucun mouvement des sections

Prenons le cas statique ot a3 = ap =0 :

M,, 4 2M,, = 4.5F,L + Fy (2.25)

2M,, + M,, = 4.5F,L + Fy (2.26)

En additionnant les deux équations :

3M,, +3M,, = 9F,L + 2Fy (2.27)
2
My, + M, = 3F,L+ 5Fy (2.28)
2
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Si Fouy=0et K = Ky =K alors ) =0, et :

K (6, + 6,) = 3F,L

3
91 - ﬁFgL

Si F#0,y=Let K =Ky =K alors:

K0, +2K0, =45F, L+ FL

2K6, + Ky = 4.5F,L + FL

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

En faisant la soustraction de la premiére équation par la moitié de la deuxiéme afin de

simplifier 6, :

3 9 FL
°K#y="FL+-—=
g2 = gl 5
3 FL
Kb, =°FL+—
3F.L FIL
Qg = 9= 4~ ~Z
2= 9K 3K

En remplagant la nouvelle expression de 0y dans (2.32) :

3F,L FL
I+ —) =45F, L+ FL

2 3
3 FL
Kgl == §F9L + ?
_ 3FL FL

h=5K T3k
01:62

o+ (

(2.34)
(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
(2.39)

(2.40)
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SlF#O,y:L/QetKlzKQZK

FL

Kby +2K6y = 4.5F, L+ —~ (2.41)
FL

2K6) + Kby = 4.5F, L+ —~ (2.42)

En faisant la soustraction de la premiére équation par la moitié de la deuxiéme afin de

simplifier 6, :

3 9 FL
—KbOy=-F,L+ — 24
3 FL
3F,L FL
= — 24
=5k ToK (2.45)
En remplacant la nouvelle expression de 6, dans (2.41) :
3F,L. FL FL
KO +2 | ——+— | =45F, L+ — (2.46)
2 3 2
3 FL
3F,L FL
= — 24
%=k TeK (2.48)
0, =0, (2.49)
SlF#O,y:L/ZetKl%KQ
FL
K10, +2K50, = 4.5F,L + 53 (2.50)
FL
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En faisant la soustraction de la premiére équation par la moitié de la deuxiéme afin de

simplifier 6, :

3 9 FL
—KbOy,=-F, L+ — 2.52
gt =t (2.52)
3 FL
3F,L FL
0, — 29 _ 2.54
>~ 3K, T 6k, (2:54)
En remplagant la nouvelle expression de ¢, dans (2.41) :
3F,L FL FL
K0, +2 I+ — )| =45F, L+ — (2.55)
2 3 2
3 FL
3F,L FL
9, = —2 - 2.
'3k, TR (2.57)
(2.58)

Ecrivons maintenant le modeéle par variables d’état. Posons : 1 = 61,29 = wy,x3 = 65 et

T4 = wq. Alors,

ol | o 1 0o of]le

0 0
_2g 2222 -
i — I I wi + |1 I Fy (2.59)
0y 0 0 0 1] |6 0 0 g
2] LT TR I S R A A
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Partie B : Modéle avec dissipation d’énergie dans les joints.

2.5.4 Poursuivre le développement du modéle a 3 sections pour
les cas ot les joints soudés (K; et Ks) ne sont pas de méme
résistance et les angles 6y, 0-,03,0, sont variables. De plus,

considérer une dissipation d’énergie dans les joints soudés.

FIGURE 2.28 — Schéma d’un pont & 3 sections avec dissipation sur les joints

Faisons les sommes des moments sans considérer la dissipation d’énergie dans les joints :

» 3L
S My, =165 =3 (7F9> + Fy — M,, —2M,, — M., (2.60)

.. 3L
S My, =16, =3 (7179) + Fy — 2M,, — M,, — M,, (2.61)

Trouvons une représentation des angles 6; et 65.
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FIGURE 2.29 — Schéma du mouvement des sections du pont

,LL:180°—01—92
93:180°—M—94:1800—180°+01+92—¢94
O3 =01+ 0y — 04

05 + 04 = 01 + 0y

Posons la relation de symétrie suivante :

91 ~ KQ t 93 ~ K4
_ = e _ =
0, K, 0, Kj
Alors,
K K3
0, =2 —0 t 0, = —0
2 K, 1 € 4 K, 3

(2.62)
(2.63)
(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)
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En combinant les expressions précédentes a (2.65) :

K K,
0 + —0; =0, + —0
3+K43 1+K11

K K,
1+ — =1+ —=
(1+ %) 0= (1432 ) &

En remplagant la nouvelle expression de 63 dans (2.67), on obtient :

0_& K, + Ky 0
T\ K+ Ky )T

K K5 (K + Ko
0y = —= 0,
K2 \IG+ K,

Ajoutons la dissipation de 1’énergie :

y 3L
> My, =16;=3 (7Fg) + Fy — M,, — 2M,, — M, — M,,

, 3L
> My, =16,=3 (—Fg) + Fy — 2M,, — M, — M, — M,,

2

Avec :

M55 = Blwg = Blég et M86 = BQW4 = 3294

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)
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Alors,

. 45FgL Fy B K101 2K292 K393 B Blw;g

' _ _ 2.
ws i i i i i i (2.77)
45F9L Fy K16’1 KQHQ ngg BQW4
— 7 _9 — — — 2.78
wa 7 T i i i i (2.78)

Remplagons 6; et 05 par leurs équivalents sous 63 et 6, on obtient :

K? K+ K\ | K2\ [ K;+ Ky
A5F,L Fy K, + K, K, 3 K; ) \ K, + K, B,
g = — 9~ 4 =7 _ Oy — 2

0, — —+
I T T 3 T 1T
(2.79)
K12 K3+K4 K12 K3+K4 —|—K
w_45FgL+@_2 K1+K2 K4 0_ K3 K1+K2 4 9_@w
T I I s I e
(2.80)
Afin d’alléger I’écriture, posons :
K} K3+ K, LK K\ (Ks+ K,y
K, + Koy K, s Ks ) \ K| + K,
a = — ay = —2 (2.81)
I I
K? K;+ Ky ﬁ Ks+ K, —|—K)
K1 —+ K2 K4 K3 Kl + K2 !
a3 = —2 T ay — — I (282)
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On obtient ’équation d’état suivante :

0 1 0 0 | ¢ - 0 0
05 05
B, . 1 4.5mL

w ay —— G2 w 7 Fy
= ! I (2.83)
04 o 0 0 1 04 0 0 g
W 0 By | w1 1 4.5mL

|93 T Y

Simulations numeériques

2.5.5 Développer un modéle numérique complet qui donne les va-

riations des angles 61, 6,, 03,0, en fonction du temps.

Faire une simulation avec les paramétres numeériques suivants (calibration d’un petit pont
piétonnier) :

— L1 =Ly=L3=L=2|m|;

— my =mg =mz =m = 50 |kg|;

— my =75 [kg];

—y=L=2m;

— K; =Ky =K;=K,=K |[Nm/rad|;

— By = By, =300 [Nm-s/rad|.

On a les paramétres statiques suivants : xy = 03, 19 = w3, x3 = 04, T4 = Wy, M, g, L, K7,

K27 K37 K47 Bl et BZ'
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Commencons par déterminer la valeur de K. Posons arbitrairement :

01, = 3°=0.05235 [rad]

On trouve :

En prenant le cas statique, on trouve :

. 3L
> Mo, =16 =0=3 (TFQ) + Fy — M, —2M,, — M,,

3LF,

(3K1+K3)01:3< )+FL

3(3-2-50-9.81
2
K =

) +75-9.81-2
4-0.05235

K = 28109 [Nm/rad]

Prenons la définition de la dérivée d’ordre 1 afin d’établir le modéle numérique :

dv; (ZE;)—H — xf)

dt At

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)
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Commencons par ’expression de 63 :

dzy
xgﬂ = d—;At + x5

0utt = GUAL + 0%

De la méme fagon, on obtient :

Oy = 65 At + 63
9§+1 — 0§+1At + eg

Oyt = 05T AL + 6]

Il est maintenant possible d’implémenter ce modeéle numérique.

(2.93)

(2.94)

(2.95)
(2.96)

(2.97)
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2.5.6 Avec le modéle développé, tracer la déformation permanente

du joint de soudure 6; ainsi que les vibrations avec la force

appliquée.

Avec le fichier Excel disponible, on obtient les résultats suivants pour 4 cas étudiés :

Profil du pont a 3 tabliers Vibration du pont (aprés chargement du poids et piéton)
2 3 4

1 5 6 0,09
00 \ / I
ond 008 | CAS 1:
CAS 1: -(3 007 m=50 kg
02 m=50kg -t F=0
_ - section 1 (poids et piéton) -
=03 120 o 006
£ %
~ «@=segtion 2 (poids et [piéton) Q
z-04 3 0,05
:’:’ «@=sedtion 3 {poids et piéton) F
805 T o004
© p ( oy ) o
1< ©
506 50,03
E 07 o
' Wo,02
038 <
0,01
0,9
0
1,0 0 05 1 15 2 25 3
Distance (m) Temps aprées chargement du poids (s)
(a) Cas 1 : Déformation du tablier (b) Cas 1 : Déformation du joint de soudure 6;

FIGURE 2.30 — Simulation du pont & 3 sections
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Déformation eny (m)

-04

05

06

08

0,9

0,0

-0,1

-0,2

Déformation en 'y (m)

-03

04

05

06

07

08

-0,9

0,0

-0,1

0.2

Déformation en'y (m)

03

-0,4

-0,5

06

07

-0,8

-0,9

Profil du pont a 3 tabliers
0 1 2 3 4 5 6
l\ /ll
CAS 2:
m=50 kg --segtion 1 (poids et|piéton)
—F(1)=735\
«@=section 2 {poids et|piéton)
«@e=section 3 (poids et|piéton)
pi (statique ol )

Distance (m)

(a) Cas 2 : Déformation du tablier

Profil du pont a 3 tabl
0 1 2 3

iers

4 5 6

I%g—_i,/ "

m=50kg
F(2)=735 N —#-settion 1 (poids et|piéton)
2 (poids
3 (poids

=e=piéton (statique o

mouvement)

Distance (m)

(c) Cas 3 : Déformation du tablier

Profil du pont a 3 tabl
0 2 3

iers
4

5 6

~ |

CAS 4:

m=50kg

F(y)=735 N -m-section 1 (poids et piéton)

(y=0,66t) «@esection 2 (poids et piéton)
«@e=section 3 (poids ef] piéton)

=e=pléton (statique o

mouvement)

Distance (m)

(e) Cas 4 : Déformation du tablier

Vibration du pont (aprés chargement du poids et piéton)

CAS 2:
m=50 kg
0,08 F(1)=735N

Angle du tablier au support 1 (rad)
°
>

0,01

0 05 1 15

2 25 3
Temps aprés chargement du poids (s)

(b) Cas 2 : Déformation du joint de soudure 6;
Vibration du pont (aprés chargement du poids et piéton)
CAS 3:

m=50 kg
F(2)=735 N

e
B

o
o
&

Angle du tablier au support 1 (rad)
o o
) o
g S

o
o
N}

0 05 1 15 2 25 3
Temps aprées chargement du poids (s)

(d) Cas 3 : Déformation du joint de soudure 6;
000 Vibration du pont (aprés chargement du poids et piéton)
CAS 4:
0,08 m=50 kg
F(y)=735 N
(y=0,66t)

Angle du tablier au support 1 (rad)

[ 05 1 15 2 25 3
Temps aprés chargement du poids (s)

(f) Cas 4 : Déformation du joint de soudure 6,

F1GURE 2.31 — Simulation du pont a 3 sections (suite)
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2.5.7 Si on réduit le facteur de dissipation de 1’énergie dans les

joints par 3 (B;=B2=100 N.m.s/rad), qu’advient-il aux mou-

vements du pont ?

Les tabliers oscillent fortement et la sécurité des piétons n’est pas assurée. Pour un pont

a sections, il faut assurer que les joints entre les tabliers rigides soient bien congus.

0

1
. .\
.

-0.1

Profil du pont a 3 tabliers
2 3 4

5

]

6

AsE: | oN~——

02 ~m=50kg - 1
F(y)=735 N - section 1 (poids et piéton)
gos U
= (y=0,66t) «@esection 2 (poids et piéton)
204
g «@=seqtion 3 (poids et piéton)
0-0.5
B i ique oyt
p
E.06
3'09;
o-0.7

o
o

o
o

g
=}

Distance (m)

(a) Cas 1 : Déformation du tablier

5 Vibration du pont (aprés chargement du poids et piéton)

W [ (‘ ‘M M\
UJHJ o :

\ U /}

Temps apres chargement du p0|ds (s)

CAS 4:
m=50 kg
F(y)=735 N

M I

Angle du tablier au support 1 (rad)
.o .o

(b) Cas 1 : Déformation du joint de soudure 6;

FIGURE 2.32 — Simulation du pont & 3 sections
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2.6 L’ascenseur

Un ingénieur mécanique a le mandat d’étudier le comportement d'un ascenseur a cable
dans le but de mieux comprendre les mécanismes en jeu. Pour ce faire, il propose 'approche

de la modélisation utilisant ’équation d’état.

Le mouvement d'un ascenseur est un systéme clé et répandu qui fait appel aux lois de
Newton et a I'importance de la sécurité des usagers. Plusieurs variantes d’ascenseur existent

par cable ou par piston. Le premier systéme simple étudié est le suivant :

Contre-poids

Cage

FIGURE 2.33 — Modéle 1 de l’ascenseur

Pour réaliser le premier modeéle simple, il propose plusieurs hypothéses simplificatrices :
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1. Les forces de friction de la cabine et du treuil sont négligées ;

2. Le moteur électrique du treuil produit un moment de force variable M ;

3. Le poids et 1'élasticité mécanique du cable ne sont pas considérés;

4. Le mouvement étudié sera celui de la montée de la cage d'un nombre n d’étages;
5. At =0, la cage est au repos a la position z = 0;

6. Considérer que le moment d’inertie de 'ensemble est simplifié comme I = 1/2m,r?.

Afin de rendre les simulations plus réalistes, I'ingénieur choisit les parameétres suivants :

Tableau 2.3 — Résumé des données disponibles pour ’ascenseur

Parameétre Symbole Unité Valeur
Rayon de la poulie du treuil R [m] 0.5
Hauteur d’un étage e [m] 3
Moment d’inertie de la poulie du treuil I [kg/m?| 90
Constante proportionnelle K kg m/s?]  0.1369
Longueur de la course L [m] 90
Moment d’accélération du treuil M [Nm]

Moment pour la cage immobile M, [Nm] 3675
Masse de la cage d’ascenseur pleine my [ke] Me + Ny,
Masse du contrepoids ms [ke] 300
Masse d’un passager Ma [kg] 75
Masse de la cage d’Ascenseur vide me [kg] 300
Masse de la poulie et du cable enroulé my [kg| 200
Nombre de personnes dans la cage n -] 10
Nombre d’étages de la course nn -] 30
Temps pour une course de nn étages te [s] 60
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Premiére analyse

Avant de commencer 1’analyse, on peut déterminer certains parameétres manquants. Com-

mencons par déterminer 'inertie de la poulie :
Lo, 1 2 2
I = gmrt = 5200 -0.5% = 25 |kgm?| (2.1)

Trouvons aussi l'ordre de grandeur du moment d’accélération du treuil (M). Prenons

I’équation du mouvement :
L s
T = o+ vot + §at (2.2)

A t = 0, 'ascenseur commence & l’origine sans vitesse initiale. Alors, pour une course de

30 étages on a :

1
x:nn‘e:30‘3:§a602 (2.3)
a = 0.05 [m/s?] (2.4)
L’accélération angulaire est donc :
0.05
a= % =~ oE ~ (.1 [rad/s| (2.5)

Faisons maintenant la somme des moments :

ZMgzla:M—i—mggr—mlgr (2.6)
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On peut alors trouver M :

M = Ia+ (my —my) gr = 25 0.1+ (1050 — 300) 9.81 - 0.5 = 3681 [Nm] (2.7)

Partie A : Modéle équation d’état du mouvement de ’ascenseur

2.6.1 Trouver I’équation d’état du systéme.

Sachant que :
— 0 et w sont les variables d’état ;
— g et M sont les entrées du vecteur u.

On cherche ’équation d’état sous la forme :

=[] | +1B] (2.8)

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position (6)

0 =w (2.9)
Equation de vitesse (w)
Faisons la somme des moments :
ZMgzIa:M+mggr—mlgr (2.10)
M _
W= — 4 (ma —ma) gr (2.11)

I I
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On remplace les équations de position et de vitesse dans 1’équation d’état.

0 0 1] |6 0 0 g
= - + (m2 B ml)r 1 u (212)
w w 7 7
2.6.2 Utilisant le résolvant ®, trouver ’expression de x(t).
Posons que les entrées sont des échelons, alors on a :
9(t) = gu_1(t) (2.13)
M(t) = Mu_y(t) (2.14)
Commencons par trouver le résolvant qui est sous la forme :
O =(s[— A" (2.15)
Avec la matrice d’état, on obtient :
-1
s 0 01
o = — (2.16)
0 s 00
1 1
s s?
o = . (2.17)
0 =
s
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On cherche z(t), alors posons :

C = {1 o} (2.18)
u= (2.19)

On a comme conditions initiales z(0) = 0 et v(0) = 0, alors la fonction #(t) est donnée

par :
6(s) = COBu (2.20)
f(s) = 2= W};lrg M (2.21)
o(t) = 2 {6(s)} (2.22)
o(t) = <(m2 —~ m})rg ha M) g (2.23)

De plus,
(1) = r0(t) (2.24)

Alors,

(t) = ((m2 —~ ml;ﬂg - MT) g (2.25)
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2.6.3 Faire une simulation en boucle ouverte avec les valeurs du

tableau et tracer les graphiques de x(t), v(t) et a(t).

A partir du fichier MATLAB®), on obtient les résultats suivants :

90 - Evolution de la position de I'ascenseur . Evolution de la vitesse de I'ascenseur
80 -
25

70

60 - 2
= »
Esot £
(<] 015
= 17
B 40t 3
o =
o >

30 - 1

20 -

05
10
0 ! . . . . . 0 . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Temps (s) Temps (s)
(a) Position (b) Vitesse

04+ Evolution de I'accélération de I'ascenseur

0.09 -

0.08 -

o
o
<

o
=3
>

Accélération (m/sz)
o o o 9
o o o o
N w S (3]
T

o
=4

o

20 30 40 50 60
Temps (s)

o
a3t

(c) Accélération

FIGURE 2.34 — Simulation de 'ascenseur en boucle ouverte

On peut voir qu’en gardant le moment d’accélération du treuil (M) constant, la cage

accélére toujours. Il faut donc M variable en fonction du temps (M (t)).
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Partie B : Stratégies de compensation pour la cage d’ascenseur
Cas 1 : Analytique

2.6.4 De la Partie A, trouver la forme de I’équation de x(t), v(t)

et a(t) lorsque M(t) est variable.

A partir de I'équation (2.25), on trouve :

o(t) = ((mz — ml)r;g + M(ﬂ?‘) g (2.26)
U(t) — <(m2 - ml); g+ M(t)?“) ¢ (227)

a(t) = 7 (2.28)

2.6.5 Proposer un schéma de régulation de la position.

Utiliser :
— Entrée : x, = L/2;
— Compensation de type P, soit : M = K(x, — x) + Moy
— K =1/2.

Avec,

(2.29)

(2.30)
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Mo
z.(s) l/ z(s)
Ge(s) G1(s)

FIGURE 2.35 — Schéma de régulation de la position de I’ascenseur

2.6.6 Faites ce schéma de régulation sur Simulink avec la position,

la vitesse et ’accélération comme sorties.

On propose le schéma Simulink suivant :

(r"2*(m2-ml))
J_ o I-s°

9 G2
MO
| ; * =
+ , »
O = ) >
Xr ‘ K o1 Position

Au
At

Vitesse

Au
At

Accélération

FIGURE 2.36 — Schéma Simulink de la régulation de la position
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2.6.7 Trouver la solution analytique de x(t), v(t) et a(t) avec le

schéma de régulation proposé.

Trouvons la sortie par 'addition des entrées, en supposant qu’elles sont sous la forme

échelon (u_q(t)).

Kr
G.G4 Is2 Kr
1+ G.Gy 1+ﬁ_152+K7‘
152
G1 T

1+G.G, Is+Kr

1 B 1s?
1+G.G, I+ Kr

On remplace dans 'expression de z(s) :

Kr L r M, Is*  gri(my —my)

)= Ta iR Tk s | IE 4 Er I

Kr (L r gr?(mg —my)
arfz Do g2 7 )
I <2)+1 ot I

RERCES

1

En appliquant la transformée inverse :

2(t) = L Ha(s)) = (g + % + gr(m?—K_ml)) (1 — cos @t)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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En faisant les dérivées premiére et seconde de la position par rapport au temps, on obtient

la vitesse ainsi que 1’accélération :

v(t) =2(t) = 1\/Zsin ( ﬁt) (2My + LK — 2gmyr + 2gmar) (2.38)
2V IK 1
.. r Kr
a(t) =i(t) = o7 08 ( Tt) (2My + LK — 2gmqr + 2gmeor) (2.39)
0. Evolution de Ia position de I'ascenseur ) Evolution de Ia vitesse de I'ascenseur
80 [
70 -
60 [
Esof
:% 40
: 30 [
20
ol
0 0 1 ‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 0 0 1 b 26 3‘0 46 56 60
Temps (s) Temps (s)
(a) Position (b) Vitesse
045 Evolution de I'accélération de I'ascenseur

Accélération (m/sz)
S

o

& o

I

o
o

o
3t

20 30 40 50 60
Temps (s)

(c) Accélération

FIGURE 2.37 — Simulation de I’ascenseur en boucle fermée
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Cas 2 : Méthode numérique

;H-l et x;}-‘rl

2.6.8 Trouver les expressions de v

lytique de a(t) trouver précédemment.

On peut utiliser la définition de la dérivée numérique d’ordre 1 d’une variable soit :

dv; (:181.”rl - xf)

7

dt At

Trouvons ’expression de v¥*+!,

dv  rM(t)  gri(mg —my)

t —_ — =
W=G="1 T 1
do — vt v — rM(t) n gri(ma — ml)At
I 1
Uv-‘,—l — TM(t) + gr2(m2 - ml)At + oY

1 I
De la méme fagon, on trouve :

dx

E:U—Ml:p:vdt

2V = VAL + 2V

L
MU+1 :K(g—x”) —|—M0

avec ’expression ana-

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)
(2.45)

(2.46)

Il observe que la valeur de K doit-étre ajustée selon le nombre d’étages de la course. 1l

propose un controle dit « adaptatif » pour un immeuble de 100 étages. Selon :

K=a-nn

(2.47)
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2.6.9 Proposer des valeurs pour les constantes a et b.

On pose les valeurs suivantes afin d’obtenir des résultats satisfaisants (voir le fichier Excel) :

— a=123.23;

Position en montée compensateur P numérique Vitesse en montée compensateur P numérique
350 25
~ ~ ~
300 — d
B 2,0 // \
250
y \
Eono / L1 \
- / £ \
< / — \
iel / o / \
= / @ / \
150 /
o % £ \
a S 10 \
/ /
100 / \
/ \
\
05 \
50 \\
// \
0o —— 0,0 \
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps de course (s) Temps de course (s)
(a) Position (b) Vitesse
Accélération en montée compensateur P numérique M variable selon compensateur P numérique
0,05 3678
0,04 3677
— F\\\\
0,03 ™~ 3677 ~
<3676
0,02 5
3676
£ o0 N & ‘ .
c N = AN
2 000 o % 3675
o 0 50 100 150 200 ®© .
@ = 3675 o
‘8 -0,01 N [ .
< AN = 3674
0,02 N
3674 ~
0,03 - ~___
T~ 3673
0,04
3673
0,05 0 20 10 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps de course (s) Temps de course (s)
212 . s 1. . .
(c) Accélération (d) Moment d’accélération du treuil

FIGURE 2.38 — Simulation de 100 étages par contrdle adaptatif
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2.6.10 Cette compensation est-elle acceptable pour 1 étage ?

Position en montée compensateur P numérique

Position (m)
\

0,0 05 1,0 15 2,0
Temps de course (s)

(a) Position

Accélération en montée compensateur P numérique
5,00

3,00 T ™~

2,00

g
=
S

o
S

05 1,0\ 15 2,0

Accélération (m/s?)
L o
o o
o o
p

»
=)
S

&
o
S

/

&
=
S

&
o
S

Temps de course (s)

(c) Accélération

Vitesse en montée compensateur P numérique
2,5

20 / ;\\

0,5 //// \\

00 /
0,0 0,2 04 0,6 08 1,0 12 14 16 18 2,0
Temps de course (s)

(b) Vitesse

M variable selon compensateur P numérique

3900
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3800

3750

w
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I
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S

M variable (kg.m?/s?)
g

3550
3500 ~
3450

0,0 0,2 04 0,6 038 1,0 12 14 16 18 2,0
Temps de course (s)

(d) Moment d’accélération du treuil

FIGURE 2.39 — Simulation de 1 étage par controle adaptatif

On voit que cette méthode de compensation est moins efficace pour seulement un étage,

car on obtient une grande accélération au départ, ce qui est inacceptable pour la sécurité

des personnes.
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Cas 3 : Méthode synthése directe

Aprés I'observation des résultats précédents, I'ingénieur propose une compensation de type
synthése directe dans le domaine t. Il propose une course de type sinusoidale. En effet,

cette compensation permet une accélération et décélération en douceur. Il propose :

L . Tt o
z(t) = 5 (1 + sin <Z — 5)) (2.48)
Avec :
t. = 2nn + 10 (2.49)

2.6.11 Trouver ’expression de M(t) pour réaliser cette compen-

sation.

A partir de la course proposée, on trouve :

L
v(t) = 2% cos (Z—f — g) (2.50)
i 7wt o7

Avec I'équation (2.28), on obtient :

2L nt o r gr?(my — my)
T o (T — Dy 4 2 ) 2.52
T sin (tc 2) 7 (t) + (2.52)

130



CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

Alors,

Accélération (m/sz)

ITL Tt

M(t) = sin | — — =

22 t

Evolution de la position de I'ascenseur
80 -
70

60 [

Position (m)
B ()]
o o

w
o
T

0 . . . . . . I
0 10 20 30 40 50 60 70

Temps (s)

(a) Position pour 30 étages

Evolution de I'accélération de I'ascenseur

0 10 20 30 40 50 60 70
Temps (s)

(c) Accélération pour 30 étages

us
2

25
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0.5

3684
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B
Z 3681

Moment d'accélération
w w w w
(o>} (o2} (o>} (23
N N ~ @®
~ (o] [{s} o

— gr(mg —m1)

Evolution de la vitesse de I'ascenseur

(2.53)
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Temps (s)

(b) Vitesse pour 30 étages

Evolution de M(t) du treuil de I'ascenseur

70

10 20 30 40 50 60
Temps (s)

FIGURE 2.40 — Simulation de 30 étages par controle sinusoidale

70

(d) Moment d’accélération du treuil pour 30 étages
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2.6.12 Tracer les courbes de x(t), v(t), a(t) pour une course de 1

étage.

Evolution de la position de I'ascenseur B Evolution de la vitesse de I'ascenseur

w
N
IS

I

w

a
T

25

Position (m)
o
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o
o o o
n (4] w

¢
o

o
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a
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o
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(c) Accélération pour 1 étage (d) Moment d’accélération du treuil pour 1 étage

FIGURE 2.41 — Simulation de 1 étage par controle sinusoidale

On observe que la compensation par synthése directe d’une forme sinusoidale est acceptable

pour toutes les courses.
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Partie C : Modéle tenant compte de I’élasticité et de la masse du

cable

Dans la pratique, le cable posséde une certaine élasticité ainsi qu'une masse non négligeable
pour les immeubles de plus de 100 étages. Il propose un nouveau modeéle d’état basé sur

le schéma suivant.

20

FIGURE 2.42 — DCL de l'ascenseur en prenant compte de 1’élasticité et de la masse du cable

Avec,
— Poids du cable : P, = Lg\ [N];

— Masse linéique du cable : A |kg/m];
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— L’élasticité du cable : Fp = Fro + K(6r — x) [N];
— Force élastique au repos : Fy [N];

— Constante élastique : K [N/m].

2.6.13 Trouver I’équation d’état.

Poser les variables d’état suivantes : :

733’1:(9;
— T2 =W,
— X3 =T,
— Ty = 0.

Commencons par ajouter seulement 1’élasticité et faisons la somme des moments par rap-

port a la masse 1 :
> My = Iay = M+ Pyr — Fyr (2.54)

Faisons la somme des forces sur la masse 1 :

Z le = mia, = FR - P1 (255)
Au repos on a :
FR—P1:0—>FR:P1 (256)
Fr = Fro +EAT2 myg (2.57)
Fro =myg (2.58)
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Alors on trouve les équations suivantes :

Position en 6

Vitesse en w

a1 = W1 7 i
Position
=
Vitesse
=0 — (Fro + K(0r — z)) _y
ma
On obtient ’équation d’état suivante :
- 0 1 0 0.4 [ o 0
0 0
—K?"Q 0 ﬁ 0 (m2 - ml)r 1
w w T
_ 1 1 n I I
z 0 0 0 1|7 0 0
v K K v
L 2 — & g b 0 0
L T ma _ -

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)
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Avec des entrées échelons :

Ajoutons les cables d’attache :

Cr = Li(t)A\g

Cy = LQ(t))\g

Posons :

Ll (t) = LlO — .Q?(t)
Ly(t) = Lag + (1)

Lig+ Ly =L

Alors du modéle précédent, on obtient :

Position en 6

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
(2.69)

(2.70)

(2.71)
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Vitesse en w

lay = lwy = M + Por — Frr + Lodgr — Ly Agr
:M+P2T—FRT+(L20+J]—(L10—17>)/\97”
= M + (mg —my)rg — KOr* + Kaor 4 (Lyg — Lig)A\rg + 2\gar

On isole 'accélération angulaire :

M (my—my)rg KOr* Kxr (Ls — Lig)Arg N 2\gr

a=T I T 1 I I
Position
T =0
Vitesse

G — b (Fro+ K(0r — x)) iy
my

On obtient ’équation d’état suivante :

0 0 1 0 0 0 0 0

—Kr? (K +2)\g)r (mg —my + A(Lao — Lg))r 1
w 0 - 0 w -
& 0 0 0 1 |* 0 0
R : :
|7 By o | L L

(2.72)
(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)
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2.6.14 Ce modeéle est-il linéaire ? Dites pourquoi.

Le modéle précédent n’est pas linéaire. En effet, I’entrée g se retrouve dans la matrice

d’état.

2.6.15 Dans le cas du modéle avec 1’élasticité et le poids des cables
(K, ). Quel est le premier impact sur les mouvements de
la cage d’ascenseur ?

La vitesse de la cage d’ascenseur v n’est plus une fonction directe de la vitesse de rotation

du treuil w, mais une fonction de la longueur du cable déroulé x(t) + L.

2.6.16 Question ouverte - A partir du fichier Excel donné, modifier
les équations pour ajouter x(t) et v(t) au modéle avec les

cables élastiques.
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Partie D : Optimisation dynamique Euler-Lagrange

Note : Nous référons le lecteur a la théorie de 'optimisation dynamique par les équations

d’FEuler-Lagrange.

2.6.17 En reprenant le premier modéle, donner la valeur de M

afin de minimiser 1’énergie effectuée par la course.

T 0 1| |z 0 0 g
_ ; (2.79)

Avec,
— At=0:2=0,v=0;
—At:tczx:L.vfzo;
_rzAM'

— =

On veut optimiser I’énergie pour effectuer la course. Ayant un systéme dynamique, utilisons
le calcul variationnel en passant par les équations d’Euler-Lagrange. L’énergie du systéme

(sans perte) est donnée par :

L L
E :/ Fdx :/ Mdgn (2.80)
0 o T
te M
FE = / = — (d_x) dt (2.81)
0 r t
te M
FE :/ —uodt (2.82)
0o T
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On veut optimiser la fonction suivante :

On définit 'opérateur de Lagrange :
d=¢+ g
Avec ¢ sous la forme suivante :
g=Ar+ Bu—2
Alors,

U9 T A Ty — 1
+

r .
)\2 auy + BUQ — T

Les deux premiéres équations d’Euler-Lagrange sont données par :

90 d 9P d(—X1)

o _c9r _ _ATA oy o

8x1 dtal’l 0=0 dt M Cl
0 d 0P (%) d(—)\g) (75)
L e 0 2 0 = Nt — 2+ C
dvy  dt Ot AT T Al G

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)
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La troisieme équation d’Euler-Lagrange est donnée par :

— ———— =02 Xa———==0—=a=0 (2.91)

00 d0d d(0)

Puisque dans ce cas-ci a # 0, cela veut dire que Ay = 0, alors on rejette cette solution. La

quatriéme équation d’Euler-Lagrange est donnée par :

d(0
o a9 0_>@+A25_ﬂ:o_>@+xzﬁ:0 (2.92)
r dt r

En reprenant le deuxiéme cas (2.90) :

1
% + <—Clt — ; /U2dt + C2> p=0 (293)
te
r Jo r
éuQ -2 _ o (2.95)
r r
M=2_cp (2.96)
B
la
Alors,
rM 01T2
0= — 4 ; (2.98)

Avec I'équation (2.11), on trouve :

D— - — 2.99
w ; + ( )
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Mais,

M = My + AM (2.100)
I
M=—Cyr+ -2 (2.101)
r
la M
O =—_ = 2.102
L= 2 r ( )

M = M, (2.103)
M() = (m2 — ml)gr (2104)
M

Cette valeur de la constante C est le meilleur cas pour minimiser 1’énergie. On a posé qu’il
n'y a pas de perte d’énergie (champ gravitationnel conservatif). On trouve que la variation

d’énergie est une fonction uniquement de la course Ah.

Alors,
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2.7 La régulation de la vitesse adaptative avec radar

Un ingénieur systéme a le mandat d’étudier le comportement d’un systéme de régulation
de la vitesse par radar dans le but de mieux comprendre les mécanismes en jeu. Pour ce

faire, il propose I'approche de la modélisation utilisant I’équation d’état.

La régulation adaptative de la vitesse d'une voiture utilisant le radar fait appel a la tech-

nologie du radar, aux lois de Newton ainsi qu’a celles de la théorie des systémes bouclés.

FIGURE 2.43 — Principe de régulation de la vitesse

1. La voiture violette (1) arrive & une vitesse supérieure a la bleue (3);

2. Le radar détecte le véhicule plus lent et adapte la vitesse pour obtenir une distance
de sécurité ;

3. Le véhicule garde la méme vitesse que le précédent et retourne a la vitesse initiale

si le trafic se dégage.
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Pour réaliser un premier modéle simple, il propose les hypothéses simplificatrices suivantes :
1. La force de friction dans lair est linéaire du type F, = Cqv?/2 ~ Kv;

2. Les 4 moteurs électriques produisent un couple total C),,.. Le couple au temps ¢

est C' = aClq avec 0 < a < 1;
3. Le couple C est considéré comme agissant sur une seule roue;
4. La masse totale du véhicule est m ;

5. Le mouvement étudié sera celui de l'accélération du véhicule au repos qui est a la

poursuite d’un véhicule vers ’avant a la vitesse vy ;
6. At=0,v=2=0;
7. Considérer que le moment d’inertie des 4 roues est négligeable soit I, = mR? = 0;

8. Il n’y a aucun glissement des pneus.

FIGURE 2.44 — Roue accélérée avec le couple M et ralentie par la résistance au roulement bV
et 'adhérence RF [18§]
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Afin de rendre les simulations plus réalistes, I'ingénieur choisit les paramétres de la voiture

Audi e-tron Quattro suivants :

Tableau 2.4 — Résumé des données disponibles pour la Audi e-tron quattro

Paramétre Symbole  Unité  Valeur
Coefficient de friction en boucle fermée i -] 0
Coefficient de friction en boucle ouverte L -] 0.015
Constante pour la friction de air K [kg/s|
Constante pour la compensation K [s/m] 0.04
Constante pour la compensation K, [m™]  0.00075
Couple maximal Craz [Nm] 561
Fraction du couple a -] 0al
Masse du véhicule m [kg] 2490
Rayon de la roue R [m] 0.3
Vitesse constante du véhicule a suivre Vs [km /h] 100

Partie A : Modéle équation d’état du mouvement de la voiture

(boucle ouverte)

2.7.1 Trouver I’équation d’état du systéme.

Sachant que :
— Les variables d’état sont la position x et la vitesse v;
— les entrées du vecteur u sont la fraction du couple maximal « et le coefficient de
friction u, ;
— pr =Db/R.
Les roues accélérent avec le couple M et ralentissent par la résistance au roulement (bIV)

et 'adhérence (RF).
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On cherche ’équation d’état sous la forme :

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].

Equation de position

Equation de vitesse

Faisons la somme des forces en x :
Y F,=F—F,=ma
Avec,
a = Ra
Ainsi que la somme des moments autour de la roue propulsée :

ZM:Ia:C—bN—FR
C —bN — I«

F =
R

—~
[\
—_

~—

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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On remplace celle-ci dans la somme des forces et on obtient :

Iy
C-tN-Ia F, ©¢-0N-F% F
== —— — —
Rm m Rm m
L+ I C—-bN F,
U f— —_—
R?m Rm m
C' —bN
—F,
9= —£&
_ I
m + ﬁ
Avec :
— La masse totale (carrosserie + roues) : m = m;
— Inertie négligeable : I =0;
— Le coefficient de friction donné par : p, = b/R;
— La force de friction de l'air : F, = Kv;
— Le couple est donné par : C' = aC),uz
— La force normale : N = mg
On obtient :
. 0Chay Kv
U= rg — —
Rm g m

x 0 1 T 0 0 o
v ml " Rm Hr

(2.10)

(2.11)
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Afin de simplifier ’écriture, posons :

K Cmam

— = by — —
a1 m 1 Rm 2 g
On obtient :
T 0 1 T 0 0 o
= + (2.12)
v 0 a1| |v by bl |pr

2.7.2 Trouver la valeur de K si la vitesse maximale est de 200

km /h.

A la vitesse maximale, la fraction a = 1 et 'accélération sont nulles. En reprenant 1'équa-

tion de vitesse, on obtient :

Cmaw Kvmax
=0= — g — 2.13
! Rm I m ( )
Cinaz ~ frgm
K = — 2.14
UmaxR Umaw ( )
On remplace par les valeurs numériques :
561 0.015-9.81 - 2490
K = 2000 ; — 500 ~ 27.06 |kg/s| (2.15)
3.6 3.6
Avec I'équation d’état :
x 0 1 x 0 0 «
_ ; (2.16)
v 0 —0.01087| [v 0.7510 —9.81| | pr
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2.7.3 Trouvez-le résolvant ¥(s).

Le résolvant est donné par :

D(s) = (sI — A (2.17)
Avec la matrice d’état, on obtient :
-1
10 0 1
O(s)=|s - (2.18)
01 0 ay
1 1
d(s)= ¢ sl @) (2.19)
0
S — ay

2.7.4 Trouvez les fonctions de transfert G;(s) et Ga(s) par rapport

a la fraction du couple a.

Les fonctions de transfert recherchées sont données par :

Gi(s) = (2.20)

Gy(s) = (2.21)

Cle 218

At=0onaz(0)=0etv(0) =0. Alors les fonctions de transfert sont données sous la

forme suivante :

G=CoB (2.22)
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Commencons par la position, on pose :

ol oz
Alors,
1 1
" — 0 0 b b
Gils) = = = [1 0] s sls—a) — { - : (2.24)
o 0 by by s(s—ay) s(s—ay)
S — ay
Pour la vitesse, on pose :
Cy = [o 1] (2.25)
Alors,
1 1
o de_-110 0
Ga(s) = — = [0 1} S S(S]al) = { ! b ] (2.26)
0 bl bg S—ay S—ap
S — ay
2.7.5 Trouver les poles. Le systéme est-il stable ?
On obtient les poles suivant :
P11 = a1 = —0.01087 P2 = 0 (227)

On a un premier pole négatif stable et un second égal a zéro qui est stable, mais non

asymptotique.
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Pole-Zero Map 1
1 T g T y T T
0.01 . 0.007 0.005 0.00340.0022 0.001
- 0.8
08} : : : 1
0.016
06| 08
= : . . 04
B 0.035. . . _ .
5 B B} - _
é Y o
E 0.2 . 02
= 0:035 i
-04r R 04
0.016 . i
0.01-~ 0.007" 0.005 0.00340.0022 0.001"
A M L : . - L . ;
-0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 1o

FIGURE 2.45 — Lieu des poéles et zéros du systéme

Real Axis (seconds’1)

2.7.6 Trouver ’expression de x(t) si les entrées sont des échelons.

Puisque les entrées sont des échelons, le vecteur u est donné par :

Avec des conditions initiales nulles, I'expression de la position est donnée par :

o}
5

Hr
S

w(t) = 2 Ha(s)}

(s) = Gi(s)uls)

w(t) = (

_ bla _ Gy
s2(s—ay)  S%(s—aq)
Cmam 2 T Kt
MO _ o) (oxe Kt
K2R K? m

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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2.7.7 Trouver ’expression de v(t) si les entrées sont des échelons

De la méme facon que précédemment, on trouve :

v(t) = L Hu(s)} (2.32)
o(s) = Go(s)uls) = — 1 _ I (2.33)

s(s—ay) s(s—a)

o(t) = (O‘O’”“x - mg“’”) (1 - e—%t) (2.34)

KR K

2.7.8 Faire une simulation avec les valeurs du tableau et tracer

les graphiques de x(t) et v(t).

A partir du fichier MATLAB® disponible, on obtient :

16000 ¢ Position de la voiture en boucle ouverte 60 - Vitesse de la voiture en boucle ouverte
14000 -
50
12000 -
40 -
10000 - —
= w
£ E
= E
S 8000 230
8 g /
a = /
6000 - /
201
/
4000
10
2000
0 1 1 1 1 1 1 J 0 [ 1 1 1 1 1 1 J
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
Temps (s) Temps (s)
(a) Position (b) Vitesse

FIGURE 2.46 — Simulation en boucle ouverte de ’avance de la voiture
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Partie B : Mouvement de la voiture en boucle ouverte et o variable

(méthode numérique)

1

2.7.9 Trouver les expressions de v’ et xV'! avec I’expression

analytique de a(t) trouver précédemment.

On peut utiliser la définition de la dérivée numérique du premier ordre d’une variable soit :

de vt — v

—_— = 2.35
dt At ( )
Commencons par ’expression de la vitesse :
dv Kv  aChu
B — gu, 2.36
dt m + Rm i ( )
k v Cmax
dv =t — = A & At — gu, At (2.37)
m m
kv aC
vl = ( — 0 g, | A+ 2.38
v ( e e/ > +v (2.38)
De la méme fagon, on obtient pour la position :
o't = YAt + 2” (2.39)
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2.7.10 Faire une simulation avec les valeurs du tableau ci-dessous

et tracer les graphiques de x(t) et v(t).

Tableau 2.5 — Valeurs de fraction a pour une simulation en boucle ouverte

a(t) Période de temps [s]

0.5 0a60
0.7 61 a 180
0.2 181 a 720

A partir du fichier Excel disponible, on obtient les résultats suivants :

Position en boucle ouverte (o variable) Vitesse en boucle ouverte (a variable)

120
100
80

60

Position (m)
w
Vitesse (m/s)

40

20

0 100 200 300 400 500 600 700

0 100 200 300 400 500 600 700
Temps (s) Temps (s)
(a) Position (b) Vitesse

FIGURE 2.47 — Simulation en boucle ouverte de 'avance de la voiture avec « variable

Partie C : Mouvement de la voiture avec le radar en poursuite

(systéme bouclé)

On considére que le systéme radar retourne a haute vitesse la valeur de la distance du

véhicule a 'avant ainsi que la vitesse de celui-ci. Pour étudier la dynamique du systéme
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radar théorique, il débute avec le cas de la poursuite du véhicule qui dépasse la Audi a

vitesse constante v, jusqu’a la rencontre a une distance d constante du véhicule.

Il propose le schéma suivant bouclé :

- G(s) G1(s)

FIGURE 2.48 — Schéma de régulation de la vitesse en boucle fermée

2.7.11 Trouver la fonction de transfert T(s) du systéme bouclé.

Poser :
— La fonction de transfert de la compensation (PI) est donnée par : G. = K; + Ky/s;
— La vitesse du véhicule constant est donnée par : vy = vsu_q;

— Le coefficient de friction est nul : p, =0

Cu(s) GGy
T(s) = vy(s) 1+ GGy (240)
max A
Gils) = RM(s — ay) B (s —ay) (241)
KIAS + KQA
T =73 (K1A — a1)s + K, A (242)
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2.7.12 Quel est 'ordre du systéme bouclé? Quelle la valeur du

facteur d’amortissement ?

A partir de la forme canonique de la fonction de transfert (2.42), on trouve que le systéme

est de deuxiéme ordre.

K
H(s) = 2.4
(5) s2 + 28wy, + w? (2.43)
On trouve par identification des termes :
2§wn = KlA — ay (244)
w2 = KyA — w, = /KA (2.45)
KlA —
= - 2.46
$= S UkA (2.46)

2.7.13 Avec les valeurs de K; Ky et vg du tableau, tracer les
courbes de la vitesse, des positions, de la distance entre

les voitures et de la fraction du couple a.

A partir du fichier Excel, on obtient les résultats suivants :
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Position en boucle fermée (a variable) Vitesse en boucle fermée (a variable)
12 140
—Voiture constante

Voiture en poursuite

10 120
100
8
€ <
< £ 80
<
g F
© g
k] 3 60
3 £
4
40
2
20
0 0
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
Temps (s) Temps (s)
(a) Position (b) Vitesse
X, - X en boucle fermée (o variable) Fraction du couple maximal en boucle fermée (o variable)
1000 1
900 0,9
800 —08
©
700 €07
=
©
E 600 £ 06
-~ Q
S s Sos
=3 o
= 8
& 400 Zo4
c
300 203
Q
c
200 w02
100 01
0 o
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
Temps (s) Temps (s)
(c) Différence de position (d) Fraction du couple maximal

FIGURE 2.49 — Simulation en boucle fermée de 'avance de la voiture avec « variable
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2.7.14 Proposer sur Simulink un schéma bouclé avec u, # 0

A partir du fichier Simulink disponible :

uR G2
Kl*5-s+K2x%7 A 0
—P@—b — —»’E » = g »(J
Vs Ge Limiteur G1 Vitesse

=

alpha Position X

out.Alpha

alpha Workspace

Position Xs-X

o

Position Xs

out.PositionXsX

Xs-X Workspace1

Vitesses

out.Vitesses Positions
Vitesses Workspace out.Positions

Positions Workspace

O e

Temps

FIGURE 2.50 — Schéma Simulink en boucle fermée incluant la friction
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On obtient les résultats suivants :

Vitesses des voitures en boucle fermée

Positions des voitures en boucle fermée
10000 40
Voiture & vitesse constante |* P Voiture a vitesse constante
9000 - —— — — Voiture a vitesse adaptative 35 / \\\ —— — — Voiture 2 vitesse adaptative
7 ) N
8000 f /
% 30 - / Sl
7000 i ! it S
/ /
7z L 1
€ 6000 s s 25 /
= e £ )
= e ~ I
.S 5000 - # 220 !
= Y2 2 h
2 7 91 /
a4 4000 - /7 £ It
7 15F )
77 !
3000 [ a g
o 10F /
2000 - !
. ’
1000 S
U =7 L L L L L L I 0 L L L L L L I
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
Temps (s) Temps (s)

(b) Vitesse

Fraction du couple maximal a en boucle fermée

(a) Position

700 - Différence de position en boucle fermée |
600 09
o \
5081
500 - =
/ E 07
el | 507) \
Ea400t | £
S ‘ 206} ‘
2 | g \
ucf 300 | [$]
/ = \
200 / 'S \
| g 04 \
100 7‘} . \ﬁ
0.3
0 . . . . . . | 0.2 . . . . . . |
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
Temps (s) Temps (s)

(c) Différence de position (d) Fraction du couple maximal

FIGURE 2.51 — Simulation en boucle fermée de ’avance de la voiture avec o variable et coefficient

de friction
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2.7.15 A votre avis, advenant que la voiture & ’avant freine brus-
quement. Serait-il nécessaire d’ajouter ’action du freinage
pour la voiture a P’arriére ?

Oui, car la décélération du véhicule arriére par les frottements sur la route, la compression

du moteur et la friction dans ’air ne sera pas suffisante pour assurer la sécurité dans tous

les cas.

2.7.16 Question ouverte - Proposer une stratégie pour ajouter le

freinage dans la boule fermée.
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2.8 La caméra suiveuse de lignes

Un ingénieur systéme a le mandat d’étudier le fonctionnement d’un systéme de caméra
suiveuse de lignes pour 'automobile dans le but de mieux comprendre les mécanismes en
jeu lors des mouvements du véhicule. Pour ce faire, il propose 'approche de la modélisa-
tion utilisant ’équation d’état. En effet, les systémes radars ou caméras embarqués appelés
systémes d’aides & la conduite permettent des avancées dans le domaine des voitures au-

tonomes (ou semi-autonomes).

En effet, la dynamique de 'automobile doit étre tenue en compte dans le développement
d’un systéme de maintien dans la file puisque le systéme automatique de conduite doit
reproduire correctement le comportement humain lors de la conduite automobile. Cepen-
dant, la mise en équation compléte de la dynamique latérale d’un véhicule dans une route
courbe nécessite de tenir compte du rayon de braquage R qui varie constamment en gran-
deur et direction lorsque I'angle de glissement 5 (angle entre la direction des roues avant et
celle de "automobile) varie dynamiquement comme représenté dans le schéma suivant. En
effet, les équations du mouvement dans le plan x et y sont complexes et contiennent des
fonctions circulaires (sinus, cosinus, tangente) dont les origines des cercles de ces fonctions
bougent dynamiquement selon I'angle de glissement. Pour ces raisons, I’analyse dynamique

compleéte en 2D devient complexe et difficile a simplifier.

De plus, les variations de R et § produisent une trajectoire variable du véhicule sur la
route. Le conducteur évalue et ajuste en temps réel la trajectoire. Le systéme de maintien
dans la file doit reproduire efficacement une trajectoire acceptable au point de vue de la

sécurité (demeurer sur la route en tout temps).

Pour réaliser le premier modeéle simple, il propose de modéliser le comportement du véhicule

avec l'aide de deux forces motrices dans le plan zy et deux forces perturbatrices dans le
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méme plan (forces qui s’ajoutent a celles motrices comme les pentes de la route dans les
deux directions, les effets du vent, les glissements, etc.). Un tel modéle permet de conserver
une certaine dynamique du véhicule (latérale et axiale), mais ne permet pas de représenter
complétement la position du véhicule sur la route (orientation précise) [19]. Néanmoins le
modeéle permet de construire les équations approximatives du mouvement dynamique du

véhicule dans le plan zy.
Les principales hypothéses simplificatrices sont :

1. La force motrice F;, ne tient pas compte de l'inertie de rotation des roues et du

systéme d’embrayage du véhicule;
2. La caméra fonctionne correctement a détecter la ligne centrale pointillée de la route ;
3. Aucun délai de détection de la caméra;
4. At =0, le véhicule est au repos et la force motrice est activée
5. Le freinage n’est pas considéré.

On pose que la force de friction du vent est :

1 1
Fy= §PCfUZ = (gpcfvymoy) vy = Cruy (2.1)
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FIGURE 2.52 — Schéma du modéle de la caméra suiveuse de lignes pour la voiture en mouvement

Partie A : Modéle simplifié en boucle ouverte

2.8.1 Trouver I’équation d’état du systéme.

Sachant :
— Masse de la voiture : m = 1000 [kg| ;
— Fraction de la force motrice maximale : &« = 0 a 1 [-];
— Angle de glissement des roues avants : 5 [rad];
— Force motrice maximale : F,,, = 2000 [N];

T
— Le vecteur d’entrée u est : |asin 3, acos 3, Froy By |

— Force de perturbation direction latérale = : Fy, [N];

— Force de perturbation direction avant y : F, [N];
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— Coefficient proportionnel de la compensation : K; = 0.1 [m™];
— Coefficient intégral de la compensation : K; = 0.00375 [m];
— Constante de temps de la compensation : 7 = 0.1 [s].

On cherche I’équation d’état sous la forme :

x x asin g
Uy Vg acos 8
= [A] + [B] (22)
y y Fpe
| Yy | | Yy | | Fpy i

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equations des positions = et y

Equations des vitesses en z et y
Commencons par faire la sommation des forces en x afin de trouver ’équation de vitesse

latérale.

Y Fo=may, = Fou+ Fp (2.5)
Fy si F,.

o, = CFusing P (2.6)
m m
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Continuons avec la sommation des forces en y afin de trouver I’équation de vitesse d’avance.

> F,=ma, = F,, — F; + F, (2.7)
F, C F,

@y:a cosf 7y Fpy (2.8)
m m m

On remplace les équations de position et de vitesse dans 1’équation d’état.

x 010 0 x

0 0 O asin g
F, 1
Uy 000 O Uy — 0 — 0 acos
= + | m m (2.9)
Y 000 1 Y 0 0O 0 O Foy
Cy E, 1
_Uy_ _O 0 0 _E— _Uy_ i 0 E 0 E— i pr |
Afin de simplifier ’écriture, posons :
C F, 1
a’l = ——f bl = — b2 = —
m m m
On obtient :
x 01 0 O x 0 0 0 O asin
Uy 000 O Uy by 0 by O acos f3
_ ¥ (2.10)
Y 000 1 Y 0O 0 0 O Fox
Vy 0 00 aq Vy 0 bl 0 bg pr
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2.8.2 Utilisant le résolvant ¢, trouver les expressions des fonctions

de transfert en position x et y.

On cherche les fonctions de transfert suivantes :

X

Gl(S) = GQ(S) =

asin 3

-
Fo.
Gals) = —2— Culs) = -
py

acos 3

Commencons par trouver le résolvant, celui-ci est donné par :

P(s) = (sl — A)7!

s 000
0 s 00
00 s O

000 s

[V
[a—y

®w | =

0
1

s(s —aq)

1

S —

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Avec le résolvant, on peut trouver les fonctions de transfert. Commencons par celles de la

position en z.
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Posons :

012[1 0 0 O}

Les fonctions de transfert sont données par :

Alors,

Pour celles en y, posons :

Alors,

GJ;(S) = Clch
X . b1
Gis) = asin 8 s2
. x . bg
GQ(S) - pr - 52

Gy<8) = C3(I)B
y by
Gs(s) acosB s(s—ap)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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2.8.3 Utilisant le résolvant ¢, trouver ’expression de x(t) et y(t)

si les entrées sont des échelons.

Dans le domaine s, les entrées sont données par :

[asin 8]
asin §
acos 3
acos f3 s
u(t) = u_1(t) = u(s) = (2.22)
Foy Fpa
s
| Fpy | Fry
L S A

Posons les conditions initiales suivantes :

z(0) =20 v:(0) = vy

y(0) =10 vy(0) = vy

L’expression de la position avec les conditions initiales se trouve sous la forme suivante :

x(t) = L Ha(s)} (2.23)
z(s) = C1P(x;(0) + Bu(s)) (2.24)

On trouve :
z(t) = xo + vyt + (asin fby + Z’;x)g (2.25)
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L’expression de la position avec les conditions initiales se trouve sous la forme suivante :

y(t) =2 Hy(s)} (2.26)

y(s) = Cs@(x:(0) + Bu(s)) (2.27)

On trouve :

e (Fpyba + accos by 4+ arvyg)  (Fpyba + avcos 1)t —yoad + vyoar + Fyybaacos By

t) = — _
y(t) a? aq a?

(2.28)

2.8.4 Trouver le coeflicient de frottement du vent C si la vitesse

maximale du véhicule est 200 [km /h].

Posons :
—a=1;
— B=0;
— F,y = 0.

En prenant la somme des forces en g, on obtient le cas statique suivant :

Fm max F
S F,=0="1 cosf_ Cptmas | Fry (2.29)
m m m
F, 2000
Cy = =36 |kg/s| (2.30)

Umaw  200/3.6
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2.8.5 Tracer les graphiques de y(t) et vy(t) en fonction du temps

2000

1800 [

1600 [

1400 [

pour 60 [s].

Evolution de I'avance de la voiture (boucle ouverte)

10 20 30 40 50
Temps (s)

(a) Position (y)

60

Vitesse (m/s)

Evolution de la vitesse de la voiture (boucle ouverte)

10 20 30 40 50 60
Temps (s)

(b) Vitesse (y)

FIGURE 2.53 — Simulation en boucle ouverte de ’avance de la voiture

Partie B : Etude en boucle fermée avec caméra suiveuse de lignes

(cas 1)

Afin d’automatiser la trajectoire du véhicule, il propose un schéma de régulation avec une

compensation proportionnelle pour la correction de I'angle de glissement 3 des roues avant.

La distance latérale x(t) est estimée correctement par le systéme de caméra (reconnaissance

d’images de la ligne pointillée). Le schéma de régulation proposé est le suivant (o = 1) :
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zRr(S) sin 3 z(s)
Ge(s) G1(s)

FIGURE 2.54 — Schéma de régulation en boucle fermée de la position de la voiture

2.8.6 Trouver l’expression de la fonction de transfert Gs(s) si

Ge(s) = Kj.

Avec le schéma en boucle fermée on obtient :

Klbl
G.Gq 2 Kby
Gs(s) = = S = 2.31
+ 2

2.8.7 Trouver l’expression de x(t) et v(t) avec Gs, si xg(t) =

xg(t)u.q, x(0)=0 et xg=1 [m].

Par la théorie de 'addition des entrées et en supposant que la force de perturbation est

un échelon, on obtient :

Foy
S

2(s) = G5$?R + Gy (2.32)

171



CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

En appliquant la transformée inverse de Laplace :

t2
x(t) = L Ha(s)} = vg — vpcos /Kbt + b2pr§ (2.33)
On dérive afin d’obtenir la vitesse :
Ux(t) :l’(t) :[ER\/Kle sin \/Klblt—f-bngxt (234)

2.8.8 La trajectoire du véhicule est-elle stable et sécuritaire ?

Afin de vérifier la stabilité, on peut trouver les poles du systéme. On obtient les poles

suivants :

=0 po=0+iVvV2 p3=0—iv2

Aucun pole étant positif, on peut dire que le systéme est stable, mais non asymptotique.

5 Evolution de la trajectoire de la voiture en boucle fermée
r , ~ - ~

Pole-Zero Map M\ ~\ M
T T T T T T T ry [ o Route
0.6 0.46 034 024 015 00754 185 ) o ———— Voiture
04+ : : 1 | [ | —T
076 L A -
03t 03 | 1.6 r A “ “ .
Il i [ | [ 1 i
- L 02 i 14F | | ! | | | |
] 02002 [ \ i ' | ' )
1 ! | i
§ 01 o1 srer | I
s <
L g S 1
° = !
2 o1l 3 |
> 0.1 . . 01 a08F | i ' ! , i I
© 092 X i ] ! ' i ! | ' ! |
570° : T02 06} ‘ ‘ i i
E.03F | i
- 076 ‘ 03 04t ‘
04 : )
: 04 02t L = ' ! : /
05 70.6 - 046" 0.34 024 045 00705 i 0 / Y ‘ ¥ ‘ Vi | L/ |
04 -035 -03 -025 -02 -045 -01 -005 0 0 10 20 30 40 50 60
Real Axis (seoonds'1) Temps (s)
(a) Lieu des poles et zéros (b) Evolution de la position

FIGURE 2.55 — Systéme en boucle fermée - compensateur P
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La trajectoire du véhicule ne s’emballe pas. Par contre, elle varie de +1 [m| autour d’une

ligne droite, il y aurait place a amélioration.

Partie C : Etude en boucle fermée avec caméra suiveuse de lignes

(cas 2)

2.8.9 Trouver ’expression de la fonction de transfert Gg=x(s)/xr(s).

Le schéma de régulation est le méme, mais la compensation choisie PI est :

T

La fonction de transfert en boucle fermée est donnée par :

G.Gy
G = — 2.36
= (236)
Alors,
K
b1K18 + bl 1
Ge(s) = L (2.37)
b K.
s3 + K1b15 + L
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2.8.10 Trouver 'expression de x(s) avec Gg(s) si xg(t)u-1(t), x(0)=0

et XR:1 [m] .

Puisqu’on ne connait pas la force perturbatrice, posons celle-ci a 0. Alors, avec des entrées

échelons, on obtient :

b K.
tn bk TRo <51K1S + 17 4)
z(s) = Gg(s)— + —& = (2.38)

b K
5 5 S4+K1b182+ 1745

-
2.8.11 La trajectoire du véhicule est-elle stable et sécuritaire ?

Commencons par déterminer les poles du systéme, on obtient :

p1 =0 p2 =0.1366 + 0.5059

p3 = 0.1366 — 20.5059 p, = —0.2731

Avec deux poles du coté positif de I'axe réel, on peut dire que le systéme est instable et non
sécuritaire. Cependant, la mise a jour continuelle des données provenant du radar permet

de rendre le systéme de controle en partie acceptable.
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Pole-Zero Map 06
T

06 T ———
05 0:38 028 017 0.08p5
064" ' o
oal 04
. . 03
e 0.8 e
%]
2 o2 - T 92
§ 094 e
5 0o . : 1
@ 094 e e 04
%-0.2 ) 02
£ 0.8 '
= 03
04r 04
064, . R S
0.5 '0.38...028 017 0.08"
06 ‘ ‘ ) — ‘
04 03 02 01 & 0.1 0.2

Real Axis (seconds’1)

FIGURE 2.56 — Lieu des poéles et zéros

2.8.12 Faire un schéma Simulink afin de rendre la position stable

avec ’ajout de ’action dérivée (PID).

On propose le schéma Simulink suivant :

Fpx3 G2.4
Compensation PID

4
I %@—P PID(s) l;_; ) D

XR3 Gc 2

out.Position2

N P out.XXr2

»(J

FIGURE 2.57 — Schéma Simulink du controle en boucle fermée de la position avec un PID
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On obtient les résultats suivants :

Ecart de position de la voiture en boucle fermée

12 Evolution de la trajectoire de la voiture en boucle fermée 02 -
~ Route
NN ——— — Voiture /
1 ~o=a — of/
J
! |
|
081 -0.2 *;
E | E |
c ! c
S 06 S 041
= E=
o | o
a i a |
04 -0.6 ]
! |
|
I
02 -0.8
0 . . . . . . 4 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50
Temps (s) Temps (s)

(a) Evolution de la position (b) Ecart de la position

FIGURE 2.58 — Résultats du systéme en boucle fermée - compensateur PID

2.8.13 Etudier un cas ol xg(t) varie par palier a4 20 et 30 [s].

A partir du fichier Excel disponible, on obtient le résultat suivant :

Trajectoire de la voiture en boucle fermée avec compensation Pl

g
[=)

—Route
Voiture

82 e
i =)} )

-
N

|

Position (m)
e o o 92 =
N B [e)] [o4] o
1

53
=)

0 200 - 400 600 800 1000
Distance parcourue (m)

FIGURE 2.59 — Evolution de la position avec régulateur PI et variation par paliers

60
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Partie D : Etude en boucle fermée avec caméra suiveuse de lignes
(cas 3)
Le schéma de régulation PID demeure le méme, mais ’entrée est sinusoidale afin d’étudier

le cas d’une route avec des courbes prononcées.

2.8.14 Trouver ’expression de x(s) avec Gg(s) si la route est sinu-

soidale.

La route est donnée par :
Xr = 50sin(7t/10) 4+ xgo (2.39)

Avec xgp=1 |m]| et x(0) = 0.
On commence par trouver I’expression de zi dans le domaine s en appliquant la transfor-

mée de Laplace.

xgr(t) = 50sin (7t/10) + zRo (2.40)
vr(s) = £ {x(t)} (2.41)
eals) = — "y + T (2.42)

2 4 o
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Alors avec Gg(s) on obtient :

b1 Ky
b1 Kis +
by F,. 1841 o ZTRo
z(s) = Go(s)Xr(s) + —= = e 5+ (2.43)
83+K1b15+ - S2+m
5 b K
T IR (blKl-i- ! 4)

82 + 7T_ S ST

x(s) 100 (2.44)

h K
82+ <b1K1+ L 4>

ST

2.8.15 Tracer la trajectoire de la voiture ainsi que I’écart entre la

position et la route.

A partir du fichier Simulink disponible, on obtient :

60 - Evolution de la trajectoire de la voiture en boucle fermée

\
401 \
\

15 Ecart de position de la voiture en boucle fermée

[

wff

/\\
[ \
/

/

/

~|— Route
— — — — Voiture
\ 1k
\
\ L
\

0.5 \\ ’/ \ / |
B \ / \ / \ B / \\ / \ / \«»
g0 \ / \ / \» ‘ g o \ / /
2 \\ / \ | \ // g1 \ / \\ /
20 \ f 05F | / \ /
\ / \ : / \\ s‘f r/ \\
ol \/ Al \ \
v A v / \\/, \\/, \/,
-60 . : : : : : 450 : : : : : :
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Temps (s) Temps (s)

(a) Evolution de la position (b) Ecart de la position

FIGURE 2.60 — Résultats du systéme en boucle fermée avec entrée sinusoidale - compensation
PID

On observe que la voiture suit la route sinusoidale avec un écart variant de 1 a 1.5 [m], ce

qui semble acceptable.
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2.8.16 Le modéle développé ne permet pas de prédire l’orienta-
tion de la voiture sur la route. Est-ce une approximation
acceptable ?

Oui, le modéle corrige continuellement ’angle de braquage  des roues avant comme dans

le cas réel de la conduite automobile (angle du volant). Cela s’explique par le fait que

les roues arriére ne glissent pas latéralement. Elles agissent comme un pivot stable en

mouvement vers 1’avant.

2.8.17 Question ouverte - En situation d’urgence de glissement
latéral des roues avant (ex. en conditions hivernales ou de
chaussée mouillée). Comment tenir compte de cette situa-

tion ?
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2.9 Le module SN5 de SpaceX

Un ingénieur aérospatial a le mandat d’étudier le fonctionnement d’un systéme de guidage
d’un module spatial dans le but de mieux comprendre les mécanismes en jeu lors des
mouvements latéraux et verticaux du module. Pour ce faire, il propose ’approche de la
modélisation utilisant I’équation d’état et les observations faites & partir de 'essai du

module SN5 de I'entreprise SpaceX [20].

En effet, la dynamique du module doit étre tenue en compte dans le développement d’un
systéme de vol. Cependant, la mise en équation compléte de la dynamique du module (3D)
nécessite la solution de plusieurs équations lorsque ’angle du moteur raptor 3 (angle entre
la direction de 'axe du moteur et ’axe du module SN5), varie librement dans toutes les

directions.

De plus, les effets du vent produisent des forces latérales V' qui modifient la trajectoire
du module ce qui oblige & corriger dynamiquement ’angle . Le pilotage efficace du mo-
dule ressemble a celui d'un hélicoptére, mais 1'utilisation d’'un systéme automatique sera
nécessaire compte tenu de la dimension importante du module et de la visibilité restreinte
du pilote a I'atterrissage. Cinq variables de sortie sont importantes lors du pilotage soient
I’altitude du module z, la distance latérale parcourue z, 'inclinaison 6 ainsi que les vitesses

au sol a latterrissage v, et v, (doivent étre prés de zéro au moment de atterrissage).

Premier modéle dynamique simple étudié

Pour réaliser le premier modeéle simple, il propose de modéliser le comportement du module
dans le plan zz (2D) avec I’aide d’une force de poussée du moteur raptor dans le plan xz (F)

et d'une force perturbatrice (V') dans le méme plan (les effets du vent, etc.). Un tel modeéle
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permet de conserver une certaine réalité dynamique du module (latérale et altitude). Le
modeéle permet de construire les équations approximatives du mouvement dynamique du
module SN5 dans le plan zz. Au temps ¢ = 0 le module est au repos et il se déplace selon
une trajectoire dans le plan xz avec son orientation verticale . Le défi du pilotage consiste
a ajuster la poussée I’ et 'angle du moteur 8 pour satisfaire une trajectoire acceptable
(distance latérale x parcourue précise) avec une vitesse v et un angle 6 a atterrissage prés

de zéro.

MO

0— 0+

CM e

?Moteur Raptor

Axe module g

pr| |\ F
? AN

FIGURE 2.61 — Module SN5
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2.9.1 Trouver I’équation d’état du systéme sachant que x; a xg

sont les variables d’état (x, vy, z, v,, 0, w) et le vecteur d’en-
trée u est (F, 8 g, V)T. Poser que les mouvements de rota-
tion du module sont petits (/ ~ 0) et que les mouvements

du moteur sont petits (8 =~ 0).

Variables de sorties :

— 2z : Altidude;

— « : Distance latérale ;

— @ : Inclinaison du module;

— v, et v, : Vitesses en direction latérale et verticale.

On pose les hypotheéses simplificatrices suivantes :

1.

2.

3.

Mouvement dans le plan zz (2D);
I est variable;

L’altitude z est connue en temps réel (radar);

. Au temps t = 0, le module est au repos et I’ est activé;
. Pas d’effet de rotation da au vent ;

. Masse considérée constante.
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Mouvement en x

Faisons la sommation des forces en x :

> F,=mi=Fsin(0+p8)+V (2.1)

= F [sinfcosf + cosOsin 5] + V (2.2)

Etant donné les petits angles, on pose que :

cosf =1 (2.3)
cos 31 (2.4)
sinf =6 (2.5)
sin 8 = (2.6)
Ainsi,

Y F,=mi, X F0+FB+V (2.7)

Fo F V
g0 FO Y (2.8)

m m m

Mouvement en z

Faisons la sommation des forces en z :

ZFz:mé:FCOS(Q—i—B)—mg (2.9)
=Fcos(|0+B]) —mg (2.10)
= F'[cosfcos f — sinfsin 5] — mg (2.11)
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Etant donné les petits angles, on pose que :

sinfsinf =sinf+5=0+p (2.12)
Ainsi,
Y F.=mi= F[l—sin(f+p)] —mg (2.13)
~ F'[1 —sinfcos 8 + cosfsin 5] — mg (2.14)
o FL=0-8 (2.15)
m

Mouvement de rotation w

Faisons la sommation des moments autour du centre de masse C'M :

> Mecy =16 = —Lsin 8F (2.16)

W= _LfF (2.17)

En posant que la masse est constante pour un court vol, alors . = 0. On peut écrire

I’équation d’état suivante :

z; = [Al{x;} + {B}Hu} (2.18)
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T 0100 0 Of]g 0 0 0 0
F F 1| 7.
Uy 0000 — O0f |uv 0o — 0 —| |F
m m m
z 0001 0 O0f]lz= 0 0 0 0 Ié]
= = + (2.19)
v, 0000 — 0] |vs 0 0 -1 0]y
m
0 0000 0 1 0 0 0 0 0 V
—LF
Y 0000 O O [¥ 0 7 0 0
Avec F, la force moyenne pendant le vol stationnaire.
Afin de simplifier ’écriture, posons :
F
a=—
m
1 ~LF
by =— by=—
Tm P 1
On obtient,
x 0100 0 Of|=x 00 0 O
Uy 0000 a 0] v 0O a 0 b F
z 0001 0 O0f]z= 00 0 0 |p
_ " (2.20)
v, 0 000 —a 0f v, 0O 0 -1 0 g
0 0000 O 1]/[¢d 00 0 0|V
w 0000 0 O |w 0 b 0 O
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2.9.2 Trouvez-le résolvant ¥(s).

D(s) = (sl — A~ (2.21)

Avec la matrice d’état, on obtient :

- A - 9\ -1
s 00 00O 01 00 0 O
0 s O0O0O0 0000 a O
00 s 00O 0001 0 O
d(s) = — (2.22)
000 s 00 0000 —a O
00 00 s O 0000 0 1
00 000 s 0000 0 O
1 1 a a
S — 0 0 = =
s s2 53 st
1 a a
o - 0 0 —= =
S s2 g3
0o o L 1 —a —a
s sz g3 gt
d(s) = (2.23)
0001—_@—_&
s sz g3
1 1
00 0 0 - =
s s
1
o o o o o -
L s 4
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Boucle ouverte (cas 1 : test altitude maximale)

2.9.3 Utilisant le résolvant ®(s), trouver I’expression de x(s) et
z(s).

Position x(s)

L’expression de la position en x est donnée par :
z(s) = C,®Bu+ D (2.24)
Avec des conditions initiales nulles et en posant C, = {1 0000 0] , on obtient :
a ab2 b1V
z(s) = (; + ?> B8+ ey (2.25)

Position z(s)

L’expression de la position en z est donnée par :
z(s) = C,®9Bu+ D (2.26)

Avec des conditions initiales nulles et en posant C, = {0 0100 0] , on obtient :

)= - (5 - 254 (227

52 st
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4

Le terme en s* implique une dérivée de quatriéme ordre. Pour une premiére analyse, le

terme peut étre négligé, on obtient :

2(s) = (b1 F —af — g) =2 (2.28)
Alors,
F1 V1
F F 1
z(s) ~ (E ——B- 9) 2 (2.30)

2.9.4 Utilisant le résolvant trouvez ’expression de x(t) et z(t).

Selon les informations disponibles, on trouve :
— m : 93 000 |kg|
— F : 1004 400 [N]
— wu_1(t) : Fonction échelon unitaire

— u=[Fu_(t) —ua(t)(t - 10)), 0, g, 0]

Position x(t)

Etant donné que 3 = 0 et V = 0, alors x(t) = 0, c’est-a-dire qu'on n’a pas de déplacement
latéral en x.

Position z(t)

On a:

0= (5 - 20-9) (2.31)
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Avec 8 = 0, on peut réduire ’expression a :

z(s) ~ (; —g) Slz

Rapportons les entrées F' et g dans le domaine de Laplace :

LFus0)} - L{Fua(Ot - 10} =~ — —— =T [1—_]

Ligt)} =2

On trouve,

Avec la transformée de Laplace inverse :
2(t) = 27 Hz(s)}

On obtient :

F
= Ip (t — 10)u(t — 10)

om 2" 2m

2.9.5 Quelle est I'altitude maximale atteinte par le module.

Trouvons la hauteur aprés la poussée (¢ =10 [s]) :

F
2(10) = o107 - gm? —0=h; =49.5 [m]

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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Il faut trouver la hauteur que le module va parcourir pendant que v, retourne a 0.

Trouvons la vitesse aprés la poussée :

dz(10)  F-10
= —¢g-10=9.9
= /s
Par la conservation de I’énergie, on obtient :
E,=E,
imvg = mghs
hg = 4.995 |m]

Alors,

Il est possible de vérifier graphiquement ce résultat en tragant I’évolution de z(t) :

Altitude du module
60 T

o-
X1

50+ Y 54.49

N
o

1
Arrét du moteur

Altitude (m)
W
o

20 -

Temps (s)

FIGURE 2.62 — Altitude du module SN5

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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Boucle ouverte (cas 2 : altitude stable & 150 [m], analytique

2.9.6 Il propose une fonction analytique pour stabiliser le module
a 150 [m] d’altitude pour un vol d’environ 25 [s]. Proposer

des valeurs réalistes pour les constantes C et k

Il propose :
v, = Cte™™ (2.44)
Faisons la sommation des forces en z :
> Fo=mv, =m(Ce ™) (1 - kt) = F(t) — myg (2.45)
Alors on peut écrire I'expression de la force F'(t) :
F(t) = m(Ce™™)(1 — kt) + mg (2.46)
Evaluons la force au temps ¢ = 0, c’est-a-dire lorsque le module décolle du sol :

F(0) = m(Ce®)(1 —0) + mg (2.47)

=m(C + g) (2.48)
Afin de pouvoir décoller du sol,

C>0 (2.49)
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Posons la forme de C' :

C=ag (2.50)
Avec,
a>0 (2.51)
On trouve donc :
Z F,=m?=F —mg=agm(l — kt)e " (2.52)
5 =ag(l — kt)e ™™ (2.53)

En intégrant deux fois afin de retrouver v,(t) et z(t) :

v.(t) = agte ™™ 4+ C} (2.54)
agt o
() = Cy + Cit — 796*’“ - k—fe*kt (2.55)

On sait que v,(0) = 0, alors C; = 0 et z(0) = 0, alors Cy = 7§. On a donc :

v.(t) = agte ™ (2.56)
t
A(t) = —%e*f - %e*kt + % (2.57)
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En essayant différentes valeurs de k, on trouve que pour une valeur de £ = 0.255, laltitude

se stabilise & 150 [m] et avec une vitesse prés de 0 [m/s| aprés 25 [s|.

Altitude du module en boucle ouverte (analytique _ Vitesse verticale du module en boucle ouverte (analytique)

k=0.2

k=0.2 18 -~ —~-k=0.255

———~-k=0255 k=0.3
k=0.3

200

o
=]

Altitude (m)

o
]

50 [

o 5 10 15 20 25 a0 3 40
Temps (s)

(a) Altitude (b) Vitesse

FIGURE 2.63 — Evolution du module - fonction analytique

Alors, on pose :

C =981 k=025

2.9.7 Trouver et tracer ’expression de la force de poussée F(t).

En reprenant ’équation (2.52) :
F(t) = agm(l — kt)e ™ +myg (2.58)
Alors on obtient :

F(t) =mg[1+ (1 —0.255t)e” 0> (2.59)
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On peut tracer le graphique de la poussée F'(t) en fonction du pourcentage de la force

maximale du moteur établie & 2200 [kN].

Evolution de la force de poussée en fonction du temps

0.85

e
3
o

o
3

0.65

0.55

% de la force maximale du moteur
o o
()] (o))

o
N
[&)]

o
~

0.35
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Temps (s)

FI1GURE 2.64 — Courbe de la force F(t) en pourcentage de la force maximale du moteur raptor

Boucle fermée (cas 3 : altitude stable zg= 150 m)

Afin d’automatiser I'altitude atteinte par le module SN5, il propose un schéma de régula-
tion avec une compensation PI pour la correction de la poussée F'. Le schéma de régulation

est le suivant (8 = 0, mouvement vertical seulement) avec :

1
Gi=k—— (2.60)
TS

Gy = — (2.61)
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—g(s)m

() ! <(s)
Gl (S) GQ(S)

FIGURE 2.65 — Régulation de I'altitude en boucle fermée avec compensateur PI
2.9.8 Trouver ’expression de z(s) avec zg(t)=2zgr(u.1).

Avec la théorie de ’addition des entrées, on obtient :

. ZR<S)G1G2
z1(s) = 11 GG (2.62)
_ —g(s)mGs
2(s) = 116G (2.63)
G
2(s) =2+ 2= 1—|——C¥21G2 [2r(5)G1 — g(s)m)] (2.64)
En remplacant G et G, on obtient :
b
2(s) = ms” {ZR(S) (k - i) - g(s)m} (2.65)
1 1 TS
Y
TS ) ms
En réarrangeant,
1 1
= |aato) (k= )~ atom)
z(s) = (2.66)
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Avec les entrées :

zr(s) = Z?R (2.67)
gls) = g (2.68)
On obtient :
1 [Z_R (k _ L) _ @}
m | s TS s
2(s) = - : (2.69)
g2 + — —
m  Tms
On obtient :
k’ZR ZR
I -9
2(s) = 1 k;m's i (2.70)
P B
moTm

2.9.9 Trouver ’expression de ’équation différentielle de z(t).

En reprenant Iexpression (2.70), on peut la réarranger comme suit :

2(s)s® + —z(s)s — = - —g (2.71)

En faisant la transformée de Laplace inverse de tous les termes :

B L R ()

a 1
dt3 {z mTs

(2.72)
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Afin de simplifier ’expression et pour obtenir une équation de départ, considérons le terme

<R

comme étant constant et égal a 0, car zi est constant.
mrs

On obtient ’équation différentielle suivante :

2.9.10 Trouver ’expression générale de z(t).

Avec,
— k/m =0.001;
— 1/7m = 0.0643;
— zr = 150u_;.

Il faut résoudre ’équation suivante :

Z 4 0.0012 — 0.0643z = 0.15 — 9.81

Avec MATLAB®, on trouve :

2(t) = C1e®* + Coe "2 cos 0.3477t + Cse "' sin 0.3477¢ + 150

(2.73)

(2.74)

(2.75)
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2.9.11 Trouver l’expression de z(t) avec les conditions suivantes

z(0)=0 et z(o0)=150.

Avec z(0) = 0, on obtient :
Avec z(00) = 150, on obtient :

z(o0) = C}(00) 4+ 150 = 150

Alors,
2(t) = —150e"? cos 0.3477t + Cze "' sin 0.3477¢ + 150

Finalement, tracons I’évolution de la position en faisant varier Cj :

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)
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Altitude du module en boucle fermée

250 -
CS=O
~ - G,=50
200 Gy = 150
g150* ~ _ = -
Q
©
=
< 100
50,
0 1 1 1 1 1 |
15 20 25 30 35 40

Temps (s)

FIGURE 2.66 — Evolution de laltitude en fonction de la constante Cs

Afin de simplifier ’expression tout en gardant une bonne évolution, posons C3 = 0, on

obtient :

z(t) = —150e™"? cos 0.3477t + 150 (2.80)

Boucle fermée (cas 4 : atterrissage du module zg= 0 [m])

2.9.12 Trouver ’expression de I’équation différentielle de z(t) avec

la méme boucle et zg=0, z(0)=150.

Avec,
1
—k+ —
G =—TI5 2.81
1 (ZR — Z) +mg ( )
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A partir de la boucle, on sait que la sortie de Gy est F. Alors, en reprenant la somme des

forces en z, on peut écrire :

ZFZ:mé:F—mg (2.82)
F

Z=—— 2.83

i= -y (2.83)

On peut remplacer F' par Gy,

—k:zR+kz+Z—R—i+mg
TS

7 = s — 2.84
Z - 9 (2.84)
Aprés développement, on obtient :
k k
yo DR PR PR 2 (2.85)
m m  Tms Tms
k k
pottg = TR GR (2.86)
m  Tms m  Tms
Avec la transformée de Laplace inverse de tous les termes, on obtient :
TN - o) - [ 2oy = - e 4 [ 27 )
— z2(s)} — — 2(s)}— 2(8)} = —— z — z
dt m ™ J, m R mt J, R
(2.87)
On dérive afin de retirer l'intégral et avec zg = 0 on obtient :
CR L (2.88)
m  mT
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2.9.13 Trouver ’expression de z(t).

Avec,
— k/m =0.001;
— 1/7m = 0.008;
— zp = 0.

On trouve :

% —0.001% + 0.008z = 0 (2.89)

On résout avec MATLAB®, et on obtient :

2(t) = Cre 0292 - Che® 1% 05 0.172t + O™ sin 0.172¢ (2.90)

2.9.14 Trouver ’expression de z(t) avec les conditions suivantes

z(0)=150 [m] et z(c0)=0.

Commencons par évaluer a z(00) :

2(00) =0 =0+ Cyo0 + C300 (2.91)
02 o
- _== 2.92
C > (2.92)

On obtient une indétermination qu’on ne peut pas résoudre. Afin de simplifier, posons

C5 = 0, on obtient :

2(00) =0 = Cs00 = C3 = % =0 (2.93)
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Evaluons maintenant a z(0) :

2(0) =150 = Cy + 0+ 0 — C; = 150 (2.94)

Finalement, on obtient :

z(t) = 150e 0201 (2.95)

2.9.15 Tracer le graphique de z(t) en fonction du temps.

150 Atterrissage du module en boucle fermée

_
o
o

Altitude (m)

50 [

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps (s)

FIGURE 2.67 — Evolution de I’altitude en fonction du temps
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2.9.16 Tracer le graphique de z(t) pour le trajet complet si le

module commence & descendre apreés 40 [s].

Avec le fichier MATLAB® disponible avec ce lire, on obtient :

180 - Altitude du module en fonction du temps

160
140

120

m)

— 100

Altitude
[e0]
o

60

40t

20

0 Il Il Il Il Il I L 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Temps (s)

FIGURE 2.68 — Evolution de I’altitude en fonction du temps

Boucle fermée z et boucle ouverte 3

Le controéle de 'avance en x du module est complexe, car le positionnement précis a une
distance z g nécessite I'utilisation d’un capteur de distance non connu. La stratégie utilisée
sera le controle manuel avec ajustement par palier (mode glissant) comme dans le cas de
I’atterrissage d’un hélicopteére. C’est-a-dire que 'angle du moteur f est ajusté par palier
selon un controle manuel. Poser un ajustement de (8 avec 10 paliers pour un vol de 50

secondes.
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2.9.17 Trouver avec essai et erreur un ensemble de 10 valeurs de
£ qui permet de placer le module & une distance approxi-
mative de xg=200 [m] du point de départ. La vitesse a
Patterrissage ainsi que 'angle 6 doivent étre prés de zéro
pour assurer la stabilité du module. Tracer le graphique
des paliers de [ en fonction du temps.

En modifiant les valeurs de références du fichier Excel par celle du tableau suivant, on

obtient un résultat satisfaisant des quatre critéres, soit la distance de 200 [m]|, les deux

vitesses (z et z) et Pangle # du module prés de zéro.

Tableau 2.6 — Valeurs choisies de 3

f  Valeurs de références [rad| Valeurs choisies [rad]

B4 -0.006000 -0.007000
B2 0.000745 0.000850
Bs 0.000300 0.000320
Ba 0.000000 0.000050
Bs 0.005000 0.006280
Be -0.000200 -0.000310
Br -0.001250 -0.001380
Bs -0.000040 -0.000400
Bo 0.001000 0.001250
Bio 0.000000 -0.013000
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Vitesse (m/s)

B moteur (rad)

11,00

9,00

7,00

5,00

1,00

0,010

0,005

0,000

-0,005

0,010

-0,015

Vitesse en x Vitesse en z
50,00
40,00
30,00
20,00
Q
£ 1000
3
& 000
£
-10,00
20,00
-30,00
10 15 20 25 30 35 40 45 50
-40,00
Temps (s) Temps (s)
(a) Vitesse en x (b) Vitesse en z
Paliers de B Inclinaison 6
0,10
=l
o
10 20 40 50 <
[
2
‘©
£
3
£
0,10
Temps (s) Temps (s)
(c) Paliers de 'inclinaison (d) Inclinaison 8 du module
Déplacement du module SN5
250,00
200,00
E
— 150,00
f=4
(7]
£
]
]
"©.100,00
@
[s]
50,00
0,00 —
0 10 20 30 40 50
Temps (s)

(e) Déplacement

FIGURE 2.69 — Simulation du module SN5
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2.9.18 Tracer la trajectoire xz du module.

A partir du fichier Excel, il est possible de tracer la trajectoire 2z du module :

Trajectoire du module
250,00

200,00

150,00

Altitude z (m)

= 100,00 B: 0
50,00

0,00 °
0 50 100 150 200

Déplacement x (m)

FIGURE 2.70 — Trajectoire du module SN5

2.9.19 Le vol d’un module habité du type SNX proche d’un astre
(Lune, Mars, Terre) est un probléme a masse variable (com-
bustible) et gravité variable (g7, gi, gr). A votre avis, le
pilotage en mode manuel serait-il possible ?

Non, le pilote aura une visibilité tres limitée du sol ainsi qu'une masse variable dans le

temps. Une assistance automatique sera nécessaire.
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2.10 Le saut a la perche

Un ingénieur dans le domaine des matériaux a le mandat d’étudier les mécanismes en jeu

lors du saut a la perche dans le but d’optimiser les sauts des athlétes.

Pour ce faire, il propose 'approche de la modélisation utilisant I’équation d’état. En effet,
le saut a la perche implique plusieurs aspects d’énergie cinétique, potentielle et musculaire
et la dynamique du saut comporte des aspects importants de la séquence des mouvements
de la part du sauteur, car la durée du saut est courte et les impulsions musculaires bien

coordonnées sont nécessaires pour franchir la barre a 6 [m].

Premier modéle dynamique simple étudié :

Pour réaliser le premier modele simple, il propose de modéliser les aspects de 1’énergie lors
du saut avec une masse ponctuelle m (celle du sauteur). La figure suivante présente le

premier modéle.
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FIGURE 2.71 — Modéle simplifié du saut a la perche

Les principales hypothéses simplificatrices sont :
1. La masse du sauteur est ponctuelle;
2. L’énergie musculaire du sauteur est négligée (premier modéle) ;
3. A t =0, la perche est compressée et la rotation n’a pas débutée;
4. La flexion de la perche est considérée uniforme (perche élastique uniforme);
5. L’énergie mécanique totale est conservée lors du saut ;

6. La force d’'impulsion des jambes F; est négligée.
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Partie A : Premiére analyse

Avant de commencer I'analyse du probléme, il est possible de déterminer quelques expres-

sions. Commengcons par le cas A ou la perche est seulement déposée sans flexion :

FIGURE 2.72 — Perche déposée sans flexion

On peut alors trouver I’expression de ’angle initial 6 :
. H
0y = sin~! T (2.1)

Continuons avec le cas B ou la perche subit une flexion maximale :

FIGURE 2.73 — Perche avec flexion maximale

Par la loi de la conservation de 1’énergie, on obtient ’expression suivante des cas A et B :

Exp+ Epp = Exa (2.2)
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Avec I'énergie potentielle élastique qui est donnée par :

1
Ep = 5 pAZQ

Ainsi que ’énergie cinétique :
Ex = Emv

On remplace dans (2.2) :

1 1

1
§Kp (24 — 28)° + émvf = §mvg

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Avec Z4 = L, on peut alors trouver ’expression de la position de la perche avant le saut :

m

Zp=1L—
B Kp

(03 —v7)

Partie B : Modéle simplifié équation d’état

(2.6)

2.10.1 Trouver les équations des variables d’état du systéme (non

linéaire) sachant que x; a x4 sont les variables d’état 6, w, z, v,.

Equation de position 6

(2.7)
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Equation de vitesse angulaire w

Faisons la sommation des moments autour du pivot O de la perche :

ZMO =Iloo=—zF;cos — Fyzsinf (2.8)
Avec,
I =mz2? (2.9)
F,=mg (2.10)
Fp = Kp(z0 — 2) (2.11)
On obtient alors :
— K
o =Y cosh— “E(L — 2)sind (2.12)
z mz

Equation de position z

Z =, (2.13)
Equation de vitesse v,
Faisons la sommation des forces en z :
Z F, =ma, = —mgsinf + K,(z — 2) (2.14)
K
v, = —gsing + —2(L — 2) (2.15)
m
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2.10.2 Poser que la compression de la perche z est une fonction
uniquement de P’angle 6. Trouver I’expression de z et la

position de la masse m, (x et y).

Commencons par déterminer ’expression de z, posons :

z = f(0) (2.16)
Selon le modéle, on a :
BR=1L (2.17)
B+2p=m (2.18)
0—|—z+,0:7r—>p=z—9 (2.19)
2 2
En remplagant (2.19) dans (2.18) :
7r
5:7r—2<§—9> (2.20)
B =20 (2.21)
En remplagant (2.21) dans (2.17) :
L
= _ 2.22
R= (2.22)
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Avec la loi des sinus :

z R . sin 3

— = 2= R— (2.23)
sinf8  sinp sin p
- L 81229 _ L 2sinfcost (2.24)
260 i, (_ - 9) 20  cosf
2
L
z = —sinf (2.25)
0
Continuons avec la position du perchiste (masse m) :
x = —zcosl (2.26)
y = zsind (2.27)

On peut aussi trouver la forme approximative de la position de la perche (z,, y,) :

o
_ey
L K
m (5= Lo (T, 9,)
Ae
| Yo
xT T/ 0

@2 ~(2) oz (2.28)

2

z
Ae ~ - 2.29
. ; (2.20)
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Avec,
A
A—i =sinf
Ay
=7 — cosb
A- coS
Alors,
T, A g + Aesind
~7 A 0
Yp & 9 + Ae cos

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)
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2.10.3 Utilisant la notion de la conservation de 1’énergie du début
du saut jusqu’a la fin, soit la hauteur maximale du centre
de masse du sauteur, trouver une expression pour estimer
la hauteur du saut sans I’énergie musculaire de la fin du

saut.

O

musculaire

© O

@ A

xo

FIGURE 2.75 — Evolution de la position du perchiste, hauteur maximale théorique

Par la loi de la conservation de I’énergie entre la phase A et B :

1 1 1
émvg +mgH, = §m22w2 + §Kp(L — Hg)* + mgHp (2.34)

Par la loi de la conservation de I’énergie entre la phase B et C' :

Erotaic = Erotain (2.35)

1
mgH. + §mvf = ErotaB (2.36)
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Si h. =~ L et v. =0, on obtient :

ETotalC = ETotalA

Alors,

Tmvd o2
hperchiste = -

2 mg 2g

hmax -

2
Y%

+he7'cise
2g perchist

hmaz -

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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2.10.4 Utilisant un nouveau repére O’, trouver les équations de
la trajectoire de la masse du sauteur lorsque la perche est
décompressée. Utiliser la notion de la conservation de la
quantité de mouvement associée a I’'impulsion de la force
musculaire des bras du sauteur F} qui le propulse vers le

haut a son apogée.

FIGURE 2.76 — Repére O et O’ du saut a la perche

La force d’impulsion dans la direction a est donnée par :

muy
F = 2.4
b= (2.40)

Alors, la vitesse du perchiste dans la direction o aprés I'impulsion est :

F,At

vy = v, cos (6 — o) + pour 0 > « (2.41)
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Ainsi que les positions z et y :

T = vyt Cos «

1
Y= —éth + votsina + H,
Alors dans un nouveau repére O’ :

z' = vpt cos o +

y =Y

Partie C : Modéle numérique

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

2.10.5 Deévelopper un modéle numérique complet qui donne la

trajectoire du centre de masse du sauteur en fonction du

temps.

Voir le fichier Excel disponible avec ce livre.
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2.10.6 Tracer les courbes de la trajectoire de la perche, du sauteur

et les énergies cinétique, potentielle et totale du sauteur.

Les résultats sont obtenus & partir du fichier Excel disponible. A titre comparatif, voici

aussi les résultats obtenus par Morlier [21].

N\ /7 7
Trajectoire du bout de la perche (2D) Forme approximative de laperche _
] 8.00
—Trajectoire bout ® Barre 6m
perche
6 eBameEH ° W
. 600 Perche 0,25 s
Perche0,5s
— —5.00
§4 é Perche
5 5
] L
3
©3 ©
T T
> S = e
1
0
-6,00 -5,00 -4,00 -3,00 2,00 -1,00 0,00 1,00 oi 200 -1.00
Distance (m) / / istance (m)
(a) Evolution de la trajectoire du sauteur (b) Evolution de la forme de la perche
4500 Energie cinétique et potentielle perchiste 4500 Energie cinétique et potentielle perchiste
Energie cinétique Morlier 1999 -
4000 4000 T
S --=-Energie potentielle Morlier 1999 i
3500 P 3500 .
A\ e T N L -
3000 N\ 3000 L7 Eng[g|e totale Morlier 1999 ///
= N = "ol L
2 250 —Energie cinétique 2 250 ~~_ =
o0 o0 Ik T
& 2000 ----Energie potentielle 2 2000 »
S e
1500 Energie totale 1500 N -
1000 1000 e
s00 500
0 0
0,0 02 04 06 08 1,0 1,2 14 0,0 02 04 06 08 1,0 12 14
Temps du saut (s) Temps du saut (s)
(c) Evolution des énergies durant le saut (d) Evolution des énergies durant le saut

FIGURE 2.77 — Simulation du saut & la perche

On observe que les résultats prédits par le modéle se comparent relativement bien avec

ceux de Morlier.
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Partie D : Optimisation du saut

L’optimisation de la hauteur d’un saut dépend de plusieurs parameétres que le sauteur doit
parfaitement synchroniser. Selon le modéle, les principaux paramétres du saut sont :

— g : La vitesse a la course du sauteur ;

— F : la force d’impulsion des jambes lors du saut ;

— At : Le temps d’impulsion de la force des jambes;

— Fp : La force d’impulsion des bras sur la perche a la fin du saut;

— Atp : Le temps d’impulsion de la force des bras.

2.10.7 Utiliser le modéle du fichier Excel afin d’étudier les para-

métres ci-haut et recommander une avenue d’optimisation.

Tous les parameétres ci-haut sont importants, mais la force d’impulsion des bras sur la barre
a la fin du saut semble de premiére importance, car elle permet de propulser le sauteur
dans une deuxiéme phase au-dessus de la perche. En choisissant Fz = 1000 [N], on obtient

la trajectoire suivante :
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7.00 ——Perche au pivot

) X/,
Forme approximati la pe % B
8.00 ® Barre 6m 05

~

6.00

“Perche 0,5 s

Perche 0,75 s

......... Ny . |
N /
7 \\\ ' /
oy /
(W /
v
0.00 V4
-6.0 -500 4.00 -3.00 -2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00

Distance (m)

S /S 7

FIGURE 2.78 — Evolution de la forme de la perche avec Fg = 1000 [N]
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2.11 Le systéme de freinage antiblocage (ABS)

-7
'

—— Circuit hydraulique

—— Circuit électrique

. Maitre cylindre
et groupe hydraulique

T Pédale de frein
. Calculateur

2

Etrier (frein a disque)\

Capteur
de vitesse de roue

Systéme ABS

ABS

FIGURE 2.79 — Circuit hydraulique d’un systéme de freinage antiblocage

Un ingénieur systéme a le mandat d’étudier le comportement d’un systéme de freinage
antiblocage (ABS) dans le but de mieux comprendre les mécanismes en jeu et les effets
de certains paramétres. Pour ce faire, il propose ’approche de la modélisation utilisant

I’équation d’état.
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Le systéme de freinage ABS d’une voiture fait appel aux lois de Newton, les lois du rou-
lement et du frottement mécanique ainsi qu’a ’hydraulique. La figure suivante montre le

circuit hydraulique typique d’un systéme de freinage antiblocage.

La pression de freinage P est exercée par la pédale vers le maitre cylindre du groupe
hydraulique et transmise vers les quatre étriers qui a leur tour transmettent la pression
aux plaquettes de frottement vers les disques, ce qui a pour effet de freiner la voiture avec
le moment de freinage M;. Le capteur de vitesse est utilisé pour déterminer si une roue

est immobilisée ou non (systéme antiblocage).

Etrier
Disque
h '\\Rotation
Dd
_______ Translation
F . AN
>

FI1GURE 2.80 — DCL de la roue compléte du véhicule

La roue est freinée avec le couple de freinage My et par la résistance au roulement bN.

L’adhérence au roulement est F'R et le coefficient de friction est donné par pur = b/R.
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Plusieurs hypotheéses simplificatrices sont posées :
1. La force de friction dans 'air est zéro.
2. Le moment de freinage M/ est appliqué sur une seule roue (1/4 de la masse).
3. Le moment de freinage est My = BuqgRqAPq, avec f = 0 a 1.
4. Le roulis, le tangage et le lacet du véhicule sont négligés.
5. Le mouvement étudié est celui du freinage du véhicule Audi qui est a la vitesse vyg.
6. At=0,v=uwy z=0.

Pour réaliser le premier modéle simple, il propose d’utiliser les données techniques du VUS
Audi e-tron (véhicule électrique). Les données disponibles et estimées sont résumées dans
le tableau suivant :

Tableau 2.7 — Résumé des données disponibles pour le systéme de freinage antiblocage pour la
voiture Audi e-tron

Parameétre Symbole Unité  Valeur
Fraction de la pression 6} -] 0.9
Coefficient de frottement du disque Hd -l 0.36
Coefficient de frottement pneu-route (v = 0) r -] 0.7
Coefficient de roulement pneu-route LR -] 0.015
Surface de 1'étrier A [m?] 0.01
Masse du disque mq [kg] 2
Masse de la roue m, [kg] 15
Masse 1/4 véhicule e, [kg] 622.5
Pression maximale Pos [Pa] 2500000
Rayon de la roue R [m] 0.35
Rayon du disque R, [m] 0.15
Vitesse initiale Vo |km /h] 100
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Partie A : Modéle équation d’état du mouvement en freinage sans

glissement (boucle ouverte).

2.11.1 Trouver I’équation d’état du systéme sachant que la posi-

tion et la vitesse sont les variables d’état.

Posons :

— Le vecteur d’entrée est : u = [, ug]”

On cherche I'équation d’état sous la forme :

I
=
+
=
o
=

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].

Equation de position

T = (2.2)
Equation de vitesse
Faisons la sommation des forces en x :
Z F,=mua, = —F (2.3)
Faisons la sommation des moments :
> My=1Ia=-M;—Nb+FR (2.4)
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Avec :
— a, = aR;
— ur="b/R;
— I:Id—i-IR:defl—FmRRz;
— N =mug = (my, +mp+mq)g
— My = BuaRyAP ..

En injectant I’équation (2.3) dans la sommation des moments, on peut simplifier comme

suit :

> My =TIa=—-M;—Nb—(maR)R

I+mRNa=-M — NugrR
f

o= —Mf - N,MRR
I + mtR2
b — —M;R — NugR? _ —(BuaRiAPpaz) R — migupR?
* I+ mtRZ I+ mtRQ
Afin de simplifier ’écriture, posons :
— g RgA P R —mygR?
¢c=1+mR®> b =14 dc 52:%

On remplace les équations de position et de vitesse dans ’équation d’état.

x 0 1| |z 0 0| |pB

(% 0 0 (% bl bg MR

—~

2.9)
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2.11.2 Trouvez-le résolvant 9(s).

Le résolvant est donné par :

D(s) = (sI — A (2.10)
Avec la matrice d’état, on obtient :
—1
10 01
O(s)=|s — (2.11)
0 1 0 0
1 1
2
d(s) = | ° 51 (2.12)
0 =
s

2.11.3 Trouver les fonctions de transfert de la position.

Commencons avec les fonctions de transfert en position, celles-ci sont obtenues par :

G(s) = C1®B (2.13)
1 1
B s &[]0 0 \
G(s) = [1 0] R (2.14)
On obtient :
Gi(s) = % = % (2.15)
Ga(s) = /Z%(‘(SS)) = % (2.16)
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2.11.4 Trouver les poles. Le systéme est-il stable ?

On peut trouver les poles du systéme avec ’équation caractéristique :

s — A =0 (2.17)

(2.18)

On obtient :

s*=0 (2.19)

Avec un pole double a zéro, le systéme est instable.

2.11.5 Trouver ’expression de x(t) et v(t)

Posons :
— B(t) = Bu-1(t);
— pr(t) = pru—1(1).

Avec u_4(t) la fonction échelon. Alors, dans le domaine s, on obtient :

s
8ls) = = (2.20)
als) = =2 (2.21)
On détermine I'expression de la position a partir du résolvant :
x(s) = C® (z(0) + Bu) (2.22)
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Le véhicule est a l'origine a ¢ = 0 avec une vitesse initiale vy, on peut donc écrire :

1 B
s 2 0 0 O —
z(s)=1{1 0 + s (2.23)
1 MR
0 - Vo bl b2 —
s S
Vo bl/B bg[,LR
I(S) == 8_2 + ? + ? (224)
En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
b bopir)t?
2(t) = L Ha(s)} = vot + (byf + 22“R> (2.25)
En faisant la dérivée par rapport au temps de la position, on obtient la vitesse :
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2.11.6 Faire une simulation (boucle ouverte) avec les valeurs du

tableau ci-haut et tracer les 2 graphiques de x(t) et v(t).

Posons :
() = 0.9u 4 (1);
— pr(t) = 0.0155u_1(1);
— Une vitesse initiale de 100 [km/h| (27.8 [m/s]).

Evolution de la position du véhicule

80 Evolution de la vitesse du véhicule en boucle ouverte

70 - *
X'5.08 25
Y 70.86
60 [
20
50 - —
= %)
€ E
c
=40 2 15
8 g
Tt >
10 -
20
st
10
0 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ !
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Temps (s) Temps (s)
(a) Evolution de la position du véhicule (b) Evolution de la vitesse du véhicule

FIGURE 2.81 — Simulation en boucle ouverte du véhicule lors du freinage sans glissement

2.11.7 Trouver la distance de freinage (sans glissement) si le vé-
hicule a une vitesse initiale de 100 [km/h].
Il suffit de déterminer le temps pour que la vitesse selon I’équation (2.26) soit nulle et

injecter celui-ci dans I’équation de position (2.25). Aprés résolution, on obtient une distance

de freinage de 70.86 [m| en 5.1 |[s].
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Partie B : Modéle équation d’état du mouvement en freinage du

véhicule avec glissement (boucle ouverte).

2.11.8 Trouver I’équation d’état du systéme sachant que la posi-

tion et la vitesse sont les variables d’état.

Posons que le vecteur d’entrée est : u = piy.

w=0

£

FIGURE 2.82 — DCL de la roue avec glissement

On cherche I'équation d’état sous la forme :

— 4] + [Bluy (2.27)

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position

&= (2.28)
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Equation de vitesse

Faisons la sommation des forces en x :

ZF“ =mua, = —Fr = —Npy = —mugpy (2.29)

by = —gfiy (2.30)

On remplace les équations de position et de vitesse dans ’équation d’état.

_ A (2.31)

2.11.9 Trouver ’expression de x(t).

Posons que l'entrée est : py = pyu_yi(t). Avec u_q(t) la fonction échelon. Alors, dans le

domaine s, on obtient :

uy(s) =2 (2.32)

On détermine 'expression de la position a partir du résolvant. Ayant la méme matrice
d’état que précédemment le résolvant sera le méme. Alors, on trouve la position comme

suit :

x(s) = C® (x(0) + Bu) (2.33)
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Avec les conditions initiales, on peut donc écrire :

1 1
« o2 o 0
x(s) = [1 0] 5 51 + /éf (2.34)
0 = Vo g
s
To Vo  GUf
=204 29 _J7 2.
z(s) . + 2 3 (2.35)
En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
t2
2(t) = 2 Ha(s)} = 2o + vot — g“Qf (2.36)

En faisant la dérivée par rapport au temps de la position, on peut obtenir la vitesse :

o(t) = () = vo — gyt (2.37)

2.11.10 Faire une simulation (boucle ouverte) avec les valeurs du

tableau ci-bas.

Tableau 2.8 — Simulation de freinage en boucle ouverte avec glissement

pr(t) Période de temps
0.7 0alls
0.4 (surface glissante) 1 [s] & larrét

On obtient les résultats suivants :
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920

80

70

60

o
o

Position (m)
B
o

w
o

20

Position (rad)
n w £ (4] (2] ~ ©
o o o o o o o

o

Evolution de la position du véhicule 0. Evolution de la vitesse du véhicule
N
X 6.329 25
Y 80.06
20

Vitesse (m/s)
o

10
5L
. . . . . . | 0 . . . . . |
1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6
Temps (s) Temps (s)
(a) Position du véhicule (b) Vitesse du véhicule
Evolution de la position angulaire des roues 80 - Evolution de la vitesse angulaire des roues
70
60 -
50

20 [
10 -
1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6
Temps (s) Temps (s)
(c) Position angulaire de la roue (d) Vitesse angulaire de la roue

0 Evolution de I'accélération angulaire des roues

2+

4+
%
3 6
g
=
S -8r
3
&
B0
Q
<<

121

A4t

16 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 1 2 3 4 5 6 7

Temps (s)

(e) Accélération angulaire de la roue

FIGURE 2.83 — Simulation en boucle ouverte du freinage avec glissement
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2.11.11 Trouver la distance de freinage (avec glissement) si le vé-

hicule a une vitesse initiale de 100 [km/h].

A partir des résultats de simulation de la question précédente, on obtient une distance de

freinage de 80.06 [m| en 6.33 [s].

Partie C : Modéle équation d’état du mouvement en frei-
nage de la voiture avec le systéme antiblocage ABS (sys-

téme bouclé).

Pour étudier la dynamique du systéme de freinage antiblocage (ABS), il débute avec le
cas du freinage du véhicule sur une surface glissante (p1y = 0.2) pendant une période de
0.5 [s]. Le schéma bloc du systéme de freinage ABS utilise la mesure de la vitesse de la
roue wg (avec un capteur). La vitesse de la roue au temps ¢ est comparée avec la vitesse
envisagée du véhicule wgr R au temps t. Le parameétre glissement GG détermine le degré de

glissement de la roue (0 a 1).
(2.38)

Un module détermine le degré de glissement et la force de freinage 3 est ajustée (diminuée
ou augmentée) de maniére a éviter un glissement complet de la roue pendant une longue
période et la perte de controle du véhicule lors d'un freinage trop violent. En réalité, le
systéme de freinage ABS ne réduit pas la distance de freinage, mais permet de garder la

trajectoire du véhicule sous controle. En situation de freinage sur une surface glissante
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il est difficile de bien doser la force de freinage pour éviter le glissement. Dans ce cas
c’est le systéme ABS qui prend le contrdle pour le freinage par le calcul du glissement G

(idéalement autour de 0.2).

2.11.12 Proposer une boucle de rétroaction pour le contrdle de
la force de freinage (/5) avec comme entrée une stratégie
de freinage progressive de diminution de v(t) (linéaire).
Ajouter a cette boucle, la partie glissement (i) lorsque
le freinage devient trop fort et que la pression de freinage
est relachée par le systéme ABS (5 = 0).

Plusieurs stratégies peuvent étre envisagées pour le freinage ABS. La stratégie est 'idée

(mentale) que le conducteur se fait de la distance de freinage qu’il veut réaliser dans un

temps de freinage (¢7). Cette boucle fonctionne avec une condition logique de détection

du glissement pour actionner ou non la pompe hydraulique. C’est un controle typique dit

« bang-bang » (soit ouvert ou fermé).
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l ps(s)
Frottement Gf (S)
V()
1R(s)
—>1 Guls) 1 i
R R
Roulement
vls) [ 1 |wnls) © 8 w(s)
——— & 5 Gl Gs(s)
Roulement

FIGURE 2.84 — Schéma du freinage ABS avec glissement

Avec,
1
— Ge=k + —
TS
— u(t) = (—vo/ts)t + vo
i Gﬁ == bl/S
i GH == b2/8
— Gr=—g/s

Ainsi que les conditions de roulement :
— Roulement : My < FR (uy =0);
— Glissement : Mp > FR (ug = f =0).
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2.11.13 Trouver la fonction de transfert H(s) du systéme bouclé.

En condition de glissement on a Gy = 0, alors par la théorie de 'addition des entrées on

obtient :
G.Gp G,
=" —= 2.39
G(8) = T g nls) + (s (239
La fonction de transfert H(s) est donnée par :
GCG/g klbss + bl/T
H(s) = = 2.40
(S) 1+GCG,8 82+k1b1$+b1/7' ( )
Avec la proposition d’entrée de vitesse, on a :
v(t) Vg
)= 2 =—""y 2.41
wr(t) A Rt; + o (2.41)
En appliquant la transformée de Laplace :
Vo Vo
wr(s) = L{wr(t)} = TRl + " (2.42)
Avec (2.39) :
kibss + by /T Vo Vg Gu\ MR
_ _ Y Zu ) MR 2.43
w(s) (552 + kibis + bl/T) ( Rtys? + s + R ) s ( )
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En appliquant la transformée inverse de Laplace :

wlt) = 27 s} = 20 - 10 —Rﬁmm

b kyt . sinh( EE—
v -5 (Cosh< bl(blklr—zl)f))_(blkltf+2)\/? T

T 2 tf bl(blk%’?’ —14

by (b1 k2T — 4) t)

(2.44)

2.11.14 Quel est 'ordre du systéme ?

On a ici un systéeme de deuxiéme ordre.

2.11.15 Faire une simulation numérique (boucle fermée) avec les
valeurs du tableau ci-bas. Tracer les 5 graphiques de v(t),
B(t), FR(t), G(t) et x(t). Comparer la vitesse du véhicule

avec ABS et sans ABS.

Poser que la pompe hydraulique produit un freinage a chaque cycle exprimé comme :

B(t) =€ —1 (2.45)
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La condition pour passer du mode roulement au mode glissement est /' > F. La période
de glissement est fixée a 0.02 [s].

Tableau 2.9 — Paramétre de simulation en boucle fermée

r(t) Période de temps

0.2 (surface glissante) 0.5 [s]

A partir du fichier Excel, on obtient les résultats suivants :

Evolution de la vitesse

0 —Numérique SANS ABS (beta = 0,315)

. Numérique AVEC ABS (dt = 0,005 et delta =7,9)
g Numérique AVEC ABS (dt = 0,01 et delta = 3,95)

e Numérique AVEC ABS (dt = 0,015 et delta = 2,635)

26,8
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
Temps (s)

FIGURE 2.85 — Simulation en boucle fermée de la vitesse avec systéme de freins ABS
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F et F; boucle fermée (B ABS)
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(c) Glissement
FIGURE 2.86 — Simulation en boucle fermée du freinage avec systéme de freins ABS
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2.11.16 Une étude est faite afin de connaitre les effets du cycle de
la pompe hydraulique ABS. Trois cas sont réalisés. Tracer

le graphique de v(t) pour les trois cas.

Tableau 2.10 — Paramétres pour le cycle de la pompe hydraulique

J dt (échantillonnage)
7.9 ] 0.005 [3]
3.95 [s7!] 0.01 [s]
2.635 |5"] 0.015 [s]

En résumé, est-il avantageux d’accélérer les cycles de la pompe hydraulique 7 Selon la figure
2.85, on remarque qu’en augmentant le nombre de cycles de la pompe on obtient de plus
petites variations de vitesse. Il est donc avantageux d’augmenter celui-ci afin d’obtenir un

freinage plus en douceur.
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2.12 La voiture de course en virage

v (10)
z (10) R

0

wn WV
~
)

sol

FIGURE 2.87 — La voiture de course en virage

Un ingénieur a le mandat d’étudier les effets aérodynamiques des ailerons sur la stabilité
en virage des voitures de course. Pour ce faire, il propose d’analyser la question pour un
parcours en ligne droite suivi d’un virage en considérant les principales forces qui agissent
sur la voiture. Le modéle simplifié retenu est I’équation d’état. Le schéma du parcours est
montré a la figure ci-haut. La voiture part du repos pour accélérer pendant 10 [s| pour

ensuite amorcer un virage circulaire avec un rayon de braquage de 1000 [m].
Les principales hypothéses simplificatrices sont :
1. Le roulis, le tangage et le lacet de la voiture sont négligés ;
2. Les forces de frottement ne tiennent pas considération de la rotation des roues.

L’équation simplifiée pour la force aérodynamique est :

Fm' = Cﬂ)Q = Ci’(_JU (21)
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L’équation pour la force de frottement causée par le sol dans la direction du roulement S

est donnée par :

Ff1 = ,uslN (22)

L’équation pour la force de frottement causée par le sol dans la direction perpendiculaire

au roulement R (glissement latéral) est donnée par :

Fpy = psaN (2.3)

L’équation pour la force d’accélération du moteur dans la direction du roulement S est :

Fy = aFy (2.4)

L’équation pour la force centrifuge est donnée par :

Fo=— (2.5)

On néglige la force aérodynamique de trainée de 'aileron dans la direction du roulement S

ainsi que la force aérodynamique de la portance de la carrosserie dans la direction du sol.
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Le tableau suivant résume les informations disponibles pour la voiture de course en virage :

Tableau 2.11 — Résumé des variables disponibles pour la voiture en virage

Parameétre Symbole Unité Valeur
Fraction de la poussée du moteur e -] 0al
Coeflicient aérodynamique pour la force de poussée

de P’air sur laileron (direction du sol) Co [ke/m] 05
Coefficient aérodynamique pour la force de trainée

de 'air sur la carrosserie (direction du roulement) = [ke/m]|  1.783
Force maximale du moteur Fiy [N] 7154
Accélération gravitationnelle g [m/s?*  9.81
Masse totale de la voiture m [ke] 500
Force normale du sol sur la voiture N [N] -
Rayon de braquage r [m] 1000
Coefficient de frottement statique des pneus dans la

direction du roulement S Hst : 0.0
Coeflicient de frottement statique des pneus dans la

direction perpendiculaire au roulement R Hs2 : 0.637
Vitesse moyenne pour ’aérodynamisme v [m/s]  41.67

2.12.1 Ecrire I’équation de la somme des forces dans la direction

du roulement S et dans la direction perpendiculaire au rou-

lement R.
N N N l
Fa Fa] Fa()
/ I
Ffz l S R F 2
F YF

g 9

FIGURE 2.88 — Diagrammes des forces dans les directions S et R
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Commencons par faire la sommation des forces dans la direction du roulement S :

Y Fs=ma,=F,—Fp —Fn (2.6)
= aFM - [leN - 012)2 (27)
= aFy — psimg — Ciov (2.8)

Continuons avec la sommation des forces dans la direction perpendiculaire au roulement

R :

> Fp=map = Fo — Fp (2.9)
2
= N (2.10)
"
2
_ @ — ps2(mg + Cov?) (2.11)

2.12.2 Trouver la condition de glissement latéral lorsque la voiture

dépasse la vitesse limite en virage avec et sans aileron.

Prenons le cas ou il n’y a pas de glissement latéral :

S Fp=0 (2.12)
Alors avec (2.11), on isole la vitesse :
v — mMSng (2.13)
<_ - ,u5200>
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La condition de glissement latéral pour ne pas avoir de glissement avec 1’aileron est donnée

par :

v |t (2.14)
(? - ,U5200>

La condition de décrochage avec I’aileron est alors :

U > m#szmg (2.15)
<— - stc())
r
Sans aileron :
,us2mg
v > m (2.16)
-

2.12.3 Trouver I’équation d’état dans la direction du roulement.

Posons :
— Position x et vitesse v de la voiture comme variables d’état ;
— Le vecteur d’entrée u = (o, p15)7.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

=[A]| | +[B] (2.17)
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Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position
T =wv (2.18)

Equation de vitesse

Reprenons la sommation des forces dans la direction S :
Z Fs =mas = aFy — psg N — Chov (2.19)

En isolant ’accélération, on obtient :

aFy C,ov
— g —
m

1%

0 (2.20)

On remplace les équations de position et de vitesse dans ’équation d’état.

T 0 1 x 0 0 o
= CLo + Fy (2.21)
v 0 ——| |v — —g| | M
m m

2.12.4 Trouvez-le résolvant ®(s).

Le résolvant est donné par :

D(s) = (sI — A" (2.22)
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Avec la matrice d’état, on obtient :

10 0 1
O(s)=1|s — X (2.23)
01 0 ——
- ] ;
¥ s(s+ @)
O(s) = M (2.24)
' s+ @
L m .

2.12.5 Trouver ’expression de x(t) et v(t) dans la direction du

roulement S avec le résolvant.

En rapportant les entrées dans le domaine de Laplace, on obtient :

alt) =au_1 — as) = e (2.25)
s
Hs1
psi(t) = psrtioy = pa(s) = = (2.26)
On veut l'expression de la position, alors posons le vecteur d’observation :
ci=1 o (227
Alors,
FMCY
O BB T GHs1
= = — 2.2
(s) 1 u , ( Cw) (2.28)
s“ls+ —
m
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En appliquant la transformée inverse de Laplace :

Cyv
| — ¢
Fara ) e \J

F — — gls
= -
a i
m m2

On trouve l'expression de la vitesse en dérivant la position :

o(t) = () = (% ) gMSl) l—c <%)t (2.30)

)

2.12.6 Trouver la position et la vitesse aprés 10 [s] en supposant

2(t) = L Ha(s)} = ( (2.29)

une poussée a 90% de sa force maximale.

Il suffit de résoudre les équations (2.29) et (2.30) pour ¢t = 10 et v = 0.9. On obtient :

2(10) = 399.6 [m] (2.31)

v(10) = 64.5 [m/s] = 232.2 |km /h] (2.32)

Il est possible de vérifier ce résultat graphiquement en tracant I’évolution de la position et

de la vitesse.
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4000

Evolution de la position de la voiture

Evolution de la vitesse de la voiture

3500 80| f
X10
3000 - or Y645
.
60 -
2500 F ~
E Es0f
c
:g 2000 2
3 g4or
£ =
1500 - >
30 [
1000
X 10 20r
Y 399.6
500 - 8 10k
0 . . . . | 0 . . . . |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Temps (s) Temps (s)

(a) Evolution de la position (b) Evolution de la vitesse

FIGURE 2.89 — Evolution de la position et de la vitesse de la voiture de course
2.12.7 Quelle est la vitesse maximale de la voiture ?

Commencons par déterminer la vitesse maximale de la voiture, il suffit de résoudre I'équa-

tion (2.30) pour t = 0o et o = 1, on obtient :
v(c0) =93 |m/s| = 334.8 [km/h] (2.33)

Vérifions si cette vitesse dépasse la condition de décrochage avec (2.15) et sans aileron

(2.16).
Vavec aileron > TTLILLS& = 1312 [m/S] = 4723 [km/h] (234)
<_ - /’LSQCO)
.
Vs ailoron 29— 79.1 [m/s| = 284.8 [km/h] (2.35)
~

Si le pilote souhaite utiliser le maximum de sa voiture, il lui faudra un aileron pour ne pas

décrocher durant un virage.
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2.12.8 Question ouverte - En situation de virage & haute vitesse,
le roulis de la voiture ne peut étre négligé (direction R).
Comment tenir compte du roulis ?

Dans cette situation, il faut ajouter une équation de la somme des moments autour de

la roue extérieure qui permet d’estimer les forces normales N, et N; du coté extérieur et

intérieur au virage.

E MRoue extérieure — la = Mcentrifuge - Mgravité (236)
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2.13 Le « segway »

Un ingénieur mécanique désire étudier la dynamique du mouvement du « segway » afin de
développer un systéme de controle adapté. En effet, le segway est un systéme instable qui
s’apparente a celui du pendule inversé. La maitrise efficace du segway en mode roulement
nécessite la stabilisation de celui-ci et la mise en marche vers I’avant selon un mode sécu-

ritaire pour 1'usager. Pour ce faire, il propose de développer un modeéle équation d’état.

FIGURE 2.90 — Schéma simplifié du segway
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Les hypothéses simplificatrices sont

— Le centre de masse du systéeme segway-usager ne bouge pas et il est situé au centre
du bras vertical ;

— Les forces de friction dans l'air sont négligées ;

— Le tangage et le lacet du segway sont négligés, seul le roulis est considéré (rotation
autour de 'axe des roues);

— Les roues du segway ne glissent pas;

— Un seul moteur est considéré ;

— Le segway avance en ligne droite.

Afin de rendre les simulations plus réalistes, il choisit les paramétres suivants :

Tableau 2.12 — Résumé des paramétres disponibles pour le segway

Parameétre Symbole  Unité  Valeur
Position angulaire du bras J [rad]

Vitesse angulaire du bras b} [rad/s]
Constante de frottement da au roulement LR -] 0.22
Position angulaire de la roue 6 [rad]

Vitesse angulaire de la roue 0 [rad/s|

Rayon de la roue du segway a [m] 0.2
Tension électrique du moteur E [V] 40
Constante d’accélération gravitationnelle g [m /s?] 9.81
Courant électrique I [A]

Inertie du rotor I, [kg.m?| 1
Inertie du stator I [kg.m?| 1
Constante interne du moteur K [IN.m/A]  0.45
Masse de 1'usager m [kg] 50
Masse du rotor mg [kg] 50
Masse du stator ms [ke] 50
Longueur du bras du segway r [m] 1
Résistance des enroulements du moteur R 9] 0.11
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2.13.1 Trouver I’équation d’état.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

> o > -
S > D D
e

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equations de position 6 et §

do

0 = = (2.2)
dé

5= o (2.3)

Equations de vitesse 0 et )
Faisons la somme des moments pour le moteur seulement (m = 0) autour de son centre

de rotation.
> M, =10+ Iz = KIr — Nb (2.4)

Avec,
— I7 : Le courant total traversant le moteur;
— N : La force normale ;

— b= aug : Friction.
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Le courant total est donné par :

Ir=1Ig+1,

Ou :
— Ig : Le courant a 'entrée du systéme;
— I; : Le courant induit par la rotation du moteur.

Ainsi, on obtient :

. . E—
]55—{—]36:}{ —NGMR

Avec,

v=K(@-0)

Ot 0 — 0 est le décalage en vitesse du rotor et du stator induisant le courant I;.

Alors, on obtient :

.. . KE K? . .
[3(5+[R¢9: ?—7(9—5) —NCL,U,R

Ajoutons l'effet de la masse de 1'usager sur l'inertie du stator.

1,0 = —Cs + mgrsiné

(2.5)

(2.9)

(2.10)

256



CHAPITRE 2. MODELES APPLIQUES EN MECANIQUE

Le couple total du moteur est réparti entre le rotor et le stator qui est libre de bouger
(0F,07).

Ainsi,

Ci = |Cr| + |Cs] (2.11)

La répartition est une action-réaction soit 50% de 1’énergie cinétique vers le rotor et 50%

de I’énergie vers le stator.

On obtient :
. KE K? . . .
I, = SR —|——2R(0—5)+mgrsm5 (2.12)
. KE K? . .
Inf = 5 - ﬁ(0 —0) — (mp + ms + m)gaur (2.13)

Posons que I'angle § est petit, soit sind = §. On obtient I’équation d’état :

ol {0 1 o 0 | [g 0 0
. K? K? . K +mg +
p 0 — 0 i _ag(mp +ms +m) .
_ 2RIR 2RIR + 2RIR Ig
5 0 0 0 1 5 0 0 LR
. mgr : K
5 _
_(5_ _O 0 I 0 ] L] SR 0 |
(2.14)
Afin de simplifier ’écriture, posons :
B K? _mgr
TSR, T
K ag(mp +m, +m) K
by = by = — by = —
2RI, In 2RI
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On obtient,
0 0 1 0 O 0 0 O
9 0 —a 0 aj 0 bl b2 E
) 0O 0 0 1119 0 O |ur
5 0 0 ay 0|6 by 0
2.13.2 Trouvez-le résolvant ®(s).
Le résolvant est donné par :
D(s) = (sI — A" (2.16)

Avec la matrice d’état, on obtient :

1 0 0

(2.17)

0

0100 0 —ar 0 a
0
0
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1 1 109 ap
s s(s+ay) s(s+a)(s®?—ay) (s2—as)(s+ay)

1 a1as saq

2 _ 2 _
B(s) = s+a (s agi(s +a) (s agi(s + ay) (2.18)
0 0
52 — as 52 — a9
(05} S
0 0
i 52 — ay 52 — ay i

2.13.3 Donnez les fonctions de transfert Gi(s) = 6(s)/E(s) et

Ga(s) = 0(s) /E(s).

On veut la fonction de transfert de la position, alors posons le vecteur d’observation sui-

vant :

szooﬂ (2.19)
A partir du résolvant, on obtient :
Gols) = 1B = L’(s lj: ap) + s3 + 32a1a—1b§a2 —ajaz  S(s Zf ap) (2:20)
Gils) = s(s Z:i ap) T3 + SQala—lbjag — ajag (221)
Pour la fonction de transfert de la vitesse, posons le vecteur d’observation suivant :
@:%104 (2.22)
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A partir du résolvant, on obtient :

bl sSaq bg b2

Gy(s) = CL®B = (2.23)

+ 3 2
s+ a; S§° + §“a1 — Sae — a1y S+ ap

Gals) = o) _ b, sarbs (2.24)

E(s) s+a 83+ s%a; — sas — ajas

2.13.4 Donnez les poles et discutez de la stabilité du systéme.

Afin de trouver les poles, il suffit de résoudre I’équation caractéristique, tel que :

|sI — Al =0 (2.25)
(2.26)
On obtient,

st + $3a; — s%as — sajay =0 (2.27)

On trouve les poles :
p1=0 (2.28)
P2 = ag = 22.1 (2.29)
ps = —y/ax = —22.1 (2.30)
ps = 0.968 (2.31)

Deux poles sont positifs, le systéme est instable. La compensation active de la position

verticale du bras du segway est nécessaire.
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On peut tracer ce résultat :

1

08"

06 r

Imaginary Axis (seconds'1)

-06F

-0.8

-1

Pole-Zero Map

04
02
¥
-02¢

04+

71.

0999  0.998 0.996 0.98

25 20 4510 5.

0999  0.998 0.996 0.8

-30

-20 -10 0 10
Real Axis {seconds’1)

20 30

FIGURE 2.91 — Lieux des poéles du systéme

2.13.5 Proposer une stratégie de controle en boucle fermée.

La stratégie proposée est que 'usager « détecte » s’il penche vers I’avant ou vers 'arriére.

Il fait alors une faible correction volontaire de ¢. Il corrige comme suit son impression de

Iorientation du segway

5n0uveau — 5ancien _"_ P(S

(2.32)
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2.13.6 Faites une simulation numérique de la stratégie proposée.

Avec le fichier Excel disponible avec ce livre, on obtient :

Position angulaire de la roue (0) Position angulaire du bras (3)

Position (rad)
g B
Position (rad)
o o
8 5

o
o
&

=)
=3
=

20 0,02
0 0,00
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 8 10 12 14 16 18 20
Temps (s) Temps (s)
(a) Position angulaire des roues (b) Position angulaire du bras
Distance d'avance parcourue Vitesse d'avance du segway

N
]
[

~

o

=
=
— Es
£ 12 =
o ]
o

c
2 10 24
L] ©
Z 4 e
a 23
L
s S
2

4
5 1

o

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps (s) Temps (s)
(c) Distance parcourue (d) Vitesse d’avance

FIGURE 2.92 — Simulation en boucle fermée du segway
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Chapitre 3

Modeéles appliqués en électrique

3.1 La scie circulaire

0 z(t) 0
Z 0 |

opposition
—
; N -
moteur” m o

(v, I) / X I— — N — —

FIGURE 3.1 — Schéma d’une scie circulaire pour la coupe de bois utilisant un moteur a courant
continu

Soit le systéeme mécanique électrique ci-dessus qui représente une scie circulaire pour la
coupe de bois. La scie est actionnée par un moteur électrique. La piéce de bois se déplace

vers la scie a 'aide d’un charriot mobile et de la force F. A t = 0, le systéme est au repos.
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Afin de simplifier le probléme, il propose des modéles linéaires pour les moments du sys-
téme. Les moments qui s’appliquent sur la lame lors du fonctionnement sont :

— Meee = aV;

— Mrottementtotal = Meotetame + Maent + Mpoteur = bra + crv + drw ;
La piéce de bois se déplace vers la scie avec la force F', la force d’opposition exercée par la
lame est :

— Flopposition = MV

Les valeurs des parameétres pour une scie particuliére sont :

Tableau 3.1 — Résumé des données disponibles pour la scie circulaire

Parametre Symbole  Unité  Valeur
Constante de frottement i [kg/s] 25
Constante de couplage électrique a [Nm/V] 0.112
Constante mécanique b [N/m] 116
Constante mécanique c [Ns/m| 8725
Constante de couplage électrique d [Ns/rad] 0.131
Tension E [V] 440
Moment d’inertie de la scie et du moteur I [kg-m)| 50
Masse de la scie M [ke] 100
Masse de la piéce de bois m [ke] 50
Rayon de la lame r [m] 1
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3.1.1 Ecrire les équations du mouvement pour la cie (en rotation)

et la piéce de bois (en translation).

Equation de position en rotation (f)

Equation de vitesse en rotation (w)

Faisons la sommation des moments :

Z M=1Ia=1Iw= Me — Mfrottement

En isolant I’accélération angulaire, on obtient :

Equation de vitesse en translation (v)

Faisons la sommation des forces :

E F:m'a:F_Fopposition

(3.1)

(3.2)

(3.4)
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En isolant ’accélération, on obtient :

h=——"= (3.6)

3.1.2 Ecrire ’équation d’état et d’observation si la sortie est la

vitesse en translation.

Poser :
— X1 =W, T2 =T, T3 =7V,
— Le vecteur d’entrée u est : [E, F]T.

On cherche ’équation d’état sous la forme :

w w -
x| =[A] || +[B] (3.7)
F

Avec les équations précédentes, on peut écrire :

. [ dr br cr a
w I I I w 7 0
E
x| =10 0 1 z|+10 0 (3.8)
1 F
) 0 0 g ) 0 o
L m
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On peut déterminer 1’équation d’observation de la vitesse tel que :

y = Csx + Du (3.9)
w

y= [0 0 1} x (3.10)
v

3.1.3 Trouver avec la méthode de votre choix, les expressions de

x(t) et v(t) si entrée est F(t)=0.416 u_; [N].

Avec des conditions initiales nulles, on a :

G(s) = ‘% — COB (3.11)

Alors,
z(s) = C2®Bu (3.12)
v(s) = C3PBu (3.13)

Trouvons-le résolvant, celui-ci est donné par :

O =(s[— A" (3.14)
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Posons les variables suivantes afin de simplifier I’écriture :

dr br —cr 1
GG =—— Gy=— (3= ——— Q4= ——
A I ' m
a 1
bl - j b2 - E
Alors,
[ 1 Qo Sas + s
s—a; s(s—ay) s(s—a)(s—ay)
s s(s — ay)
1
0 0
L §—ayq .

En rapportant ’entrée dans le domaine de Laplace, on obtient :

0.416
F(s) = .
Alors,
() = _0A16b:
82 (s —ay)

0.416 by

vls) = s(s—a
1)

En appliquant la transformée inverse de Laplace :

_0.416()26“4lt 0.416Dot  0.416b

w(t) =2 Ha(s)} = 2

a; ay a?

_ 0.416bye™t  0.416by

Qy ayq

v(t) =2 {u(s)}

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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Avec les valeurs numeériques, on obtient :

z(t) = 0.017t + 0.033¢™*%" — 0.033 (3.21)

v(t) = 0.017(1 — e~ %) (3.22)

3.1.4 Combien de temps est nécessaire pour couper la piéce de

bois ?

F1GURE 3.2 — Distance totale que doit parcourir le bloc de bois

Commencons par déterminer la distance totale que doit parcourir le bloc de bois :

r? +a® + h? (3.23)
a=+/1— 0252 =0.968 [m] (3.24)

Alors,
e=1-0.968 = 0.032 |m] (3.25)

Le bloc doit donc parcourir 0.532 |m| afin d’étre entiérement coupé. Il suffit de résoudre
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I'équation (3.19) afin d’obtenir le temps nécessaire pour couper la piéce de bois. Avec

MATLAB® on obtient :

t = 33.96 [s] (3.26)

La résolution analytique n’étant pas nécessairement simple, il peut étre intéressant de

seulement tracer I’évolution de la position :

0.7

Position du chariot (m)
o o o o o
n w S (9] o

o

=)

Evolution de la position du chariot 0.018 Evolution de la vitesse du chariot

0.016

0.014

L

Y 0.5295 0.012

m/s,

Vitesse du chariot
o o
o o o
o o o
o =] -

0.004 1

0.002

o

3.1.5

3.1.6

I I I I I I I ] I I I I I I I ]
5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Temps (s) Temps (s)
(a) Position (b) Vitesse

FIGURE 3.3 — Evolution du charriot lors de la coupe de bois

Question ouverte - Proposer une boucle de régulation de la

vitesse de coupe de la piéce de bois.

Question ouverte - Trouver la fonction de transfert du sys-

téme bouclé.
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3.2 Le panneau solaire

moteur C. C.

FIGURE 3.4 — Schéma du panneau solaire

Soit le systéme mécanique électrique ci-dessus qui modélise le mouvement d’un capteur
photovoltaique avec un moteur & courant continu selon I'angle de la position des rayons
du soleil a. Le panneau tourne autour de l'axe OO’ avec I'aide du moteur. A ¢t = 0, le

panneau est au repos (6 = 0).

L’énergie électrique produite par le panneau est modélisée comme suit :

P=V]l=—-—— 1
v |9—a|+1[W] (3:1)
L’inertie du panneau est calculée comme suit :
L2
J = m3 kg m?] (3.2)
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Les paramétres du probléme sont :

Tableau 3.2 — Résumé des données disponibles pour le panneau solaire

Paramétre Symbole  Unité  Valeur
Angle des rayons du soleil « [rad] 0awm/3
Angle du panneau 6 [rad] 0am/2
Gain proportionnel B [V /rad] -
Tension d’alimentation du moteur E [V] 60
Constante de couplage mécanique Ky [Nm/A]  0.411
Constante de couplage électrique ko [Vs/rad|  0.411
Longueur du panneau L [m] 1
Masse du panneau m [kg] 12
Résistance électrique R 9] 0.765

3.2.1 Ecrire I’équation du mouvement pour le panneau (en ro-
tation) utilisant 1’équation du moteur a courant continu.
Ecrire I’équation d’état et d’observation pour la position.

Poser :

— La position 6 = z1 ; la vitesse w = x5 ;

— L’entrée u est la tension électrique FE.

On cherche 'équation d’état sous la forme :

—[4]| | +[BE (3.3)
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Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position (6)

Equation de vitesse (w)

L’équation de vitesse d’un moteur a courant continu est donnée par :

On remplace les équations de position et de vitesse dans 1’équation d’état.

On peut déterminer I’équation d’observation de la position tel que :

ki ko k1

“TTIRYTIR

0 1 0 0
o k| | 1T R
JR 1 1Y JR

y=Cx+ Du

-

3.2.2 Trouvez-le résolvant ¥(s).

Le résolvant est donné par :

B(s) = (sl — A"

E

(3.4)

(3.5)

—~

3.6)
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Posons les variables suivantes afin de simplifier I’écriture :

k1kz b ka1
a1 = ——- —_— —
""" JR ' JR
Avec la matrice d’état, on obtient :
-1
10 0 1
O(s)=|s — (3.10)
0 1 0 ay
1 1
d(s)= | slsTa) (3.11)
0
S — 1

3.2.3 Trouver avec la méthode de votre choix, les expressions de

G1(s)=0(s)/E(s) et Ga(s)=w(s)/E(s).

Ayant des conditions initiales nulles, on a :

by
G(s) =B = S<Sb_ @) (3.12)
Alors,
Gi(s) = Z(é)) _ s(slf(h) (3.13)
Ga(s) = “(S)) __b (3.14)
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3.2.4 Si l'entrée E(t) = 60u_;(t) [V], trouver ’expression de 6(t)

et w(t).

En rapportant I’entrée dans le domaine de Laplace, on obtient :

E(s) = ? (3.15)
Alors,
0(s) = G (s)E(s) = 32(?—% (3.16)
w(s) = Ga(s)E(s) = % (3.17)
En appliquant la transformée inverse de Laplace :
6(t) = 2 1{0(s)} = 60b, ai% (¢ — ayt — 1) (3.18)
wt) =L Huw(s)} = %(e“lt - 1) (3.19)
Avec les valeurs numériques, on obtient :
0(t) = 2645 (e~ 2% 4 0.0552t — 1) (3.20)
w(t) = 146 (1 — e~ *0%%) (3.21)
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Il est possible de tracer I’évolution en boucle ouverte du panneau.

i6n Evolution de la position du panneau 5. Evolution de la vitesse du panneau
K ; /
1.4 45 //
4 /
12} .l /
: /
= 1 » //
ko) = 3
£ 3 /
p =
§08 g 25 7
3 / g /
& 06 £ 2r /
// /
/ 1.5 /
0.4 / //
1 /
02 05 /
0 L L L L L I 0 / L L L L L I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Temps (s) Temps (s)
(a) Position du panneau solaire (b) Vitesse du panneau solaire

FIGURE 3.5 — Evolution du panneau solaire en boucle ouverte

3.2.5 Trouver ’expression de Gs(s)=60(s)/a(s).

Une boucle de rétroaction est suggérée pour le controle de la position § du panneau, soit :

a(s) E 0(s)
- B Gl(s)

FI1GURE 3.6 — Boucle de rétroaction de la position du panneau solaire

On obtient :

b

0(s)  BGy s(s—a1) Bb, (3.22)
afs) 1+ BG; by ~ $2— say + Bb ’

1+ B
* s(s —ay)
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3.2.6 Si a(t)=n/4u(t), trouver 'expression de 0(t).

En rapportant ’entrée dans le domaine de Laplace, on obtient :

™
= — 2
afs) = - (3:23)
Alors,
Bblﬂ'/4
0(s) =G = 3.24
(s) 3(s)a(s) s(s2 — say + Bby) (3.24)
En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
0(t) = 2 H0(s)} (3.25)
2
art ' a; sinh (t ‘% ~B b1>
T M 5 ai
O(t)=———e 2 |cosh|t\/—— —Bb | — (3.26)
4 4 4 a2
2 -~ B by

En dérivant la position angulaire par rapport au temps, on peut obtenir la vitesse angu-

laire :

alt

- (t\/a12—4Bb1)
2

mBbie 2 sinh

w(t) = B(t) = Wy (3.27)

Avec B = 0.1 [V/rad], il est possible de tracer I’évolution en boucle fermée de la position

et de la vitesse du panneau solaire.
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Evolution de la position du panneau Evolution de la vitesse du panneau

i o.oef“/\\

| \ “‘ \
[ y |
| \ / Rl
| \ / /\/\—//—‘ [

o
®
T
o
o
=

Position (rad)
5 e
(>}
Amplitude
o
8

o
EN
o

—

0.2+ 0.02 F \
| \

‘/“ Y
ol L L L L L | 0.04 L L L L L |
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Temps (s) Temps (s)
(a) Position du panneau solaire (b) Vitesse du panneau solaire

FIGURE 3.7 — Evolution du panneau solaire en boucle fermée

3.2.7 Proposer une valeur de B pour que le panneau soit adéqua-
tement orienté en 200 secondes et en limitant le dépassement

maximal (Overshoot %) de la position a 10%.

Par essais et erreurs, on obtient les résultats suivants avec B = 0.015 [V /rad] :

Evolution de la position du panneau Evolution de la vitesse du panneau
15 0.08 T
B=0.1 B=0.1
B =0.05 0.06 B=0.05 ||
p B =0.025 B =0.025
b System: B.= 0.015 B =0.015 004l ‘w“ B=0.015] |
[ Peak amplitude: 0.853 1/
1F ‘ QOvershoot (%): 8.62 I A
5 il At time (seconds): 90 5 002 ,‘r\ -
g =4 g © i TN
= | 7N > - = | \
:é .\\ é 0 \/ d ]
g M 2 -~
o o 002 /
05
-0.04
-0.06
oL . I I I . 008 I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Time (seconds) Time (seconds)
(a) Position du panneau solaire (b) Vitesse du panneau solaire

FIGURE 3.8 — Evolution du panneau solaire en boucle fermée
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3.3 La cuve d’électrolyse de Paluminium

Anode de carbone C

L
Gaz '
(CO,+CO)
vV Y
_ k | 1 [ ] T Q |
Q ' TS
~—  —
l ! f— Tl, CN ’I?"L1 !
mo \ v , o T
ﬁl . 1 v
! Bain 1 ! °C,
E m2 = maluminililm
Dépot sur la cathode
Cathode

FIGURE 3.9 — Schéma simplifié de la cuve d’électrolyse de I'aluminium

Un ingénieur chimique propose d’étudier la dynamique de 1’électrolyse de I’aluminium afin
de mieux comprendre I'influence de certaines variables d’opération comme ’alimentation
de I'alumine. A cet effet, il suggére de construire un modéle simplifié du systéme utilisant
la formulation de I’équation d’état. La cuve d’électrolyse de I'aluminium est un systéme

multi-physique complexe (électrique-thermique-chimique-fluidique) [22].

Le schéma ci-haut présente les principales variables du modéle dans la zone d’électrolyse
(zone du bain électrolytique liquide a 965 [°C]|) sous 'anode. Au début, la concentration

d’alumine est C1(0) a la température 77(0).
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Les équations sont développées avec ’aide de la conservation de I’énergie, de la conservation

de la masse et des espéces chimiques.

Sachant que I’équation du bilan d’énergie dans la zone du bain est selon le premier principe

de la thermodynamique :

m10p1T1 =P — Q (31)

Avec :

— P : Source d’énergie;

— Q : Perte d’énergie.
La conservation de la masse repose sur ’équation de réaction globale de production d’alu-
minium liquide par électrolyse suivante. L’aluminium liquide se dépose au fond sur la

cathode :

2F AlyO3 4+ 3C — 4F Alnganique + 6 (1-F) CO + 3 (2F—1) CO, (3.2)

Avec :
— F : Le rendement de Faraday de la réaction (fraction variant de 0.9 a 0.95 selon les
technologies).

L’équation de conservation de I’alumine est :

myC7 = débit d’entrée d’alumine — alumine transformée en Al — alumine non électrolysée

(3.3)
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Soit le tableau suivant des paramétres disponibles du modéle :

Tableau 3.3 — Résumé des paramétres disponibles du modéle de la cuve d’électrolyse

Paramétre Symbole Unité Valeur
Fraction de 'alumine en entrée dissoute v -] 0al
Volume massique du bain liquide Pb [kg/m?| 2130
Résistivité électrique du bain _3
fondu (ions conducteurs) g [m] 3.7 10
Surface d’écoulement du bain A [m? L2
Chaleur massique du bain liquide Cp [J/keg°C] 1000
Concentration a l'extérieur de . .

la. zone d’électrolyse Co |kg alumine/ kg bain] 0.05
Concentration massique moyenne . .

d’alumine dissoute = [ke alumine; kg bain|
Rendement de Faraday F -] 0.940.95
Courant dans I'anode i [A]

Constante pour les pertes électriques

par effet Joule fa [§2/m]

Constante pour les pertes électriques _3
du rendement de Faraday s [Vin] 3.4-10
Constante pour le rendement de Faraday ks [m|

D}lstfmce mterpo.lalre anode-cathode I fm| 0.04
(épaisseur du bain)

Longueur de 'anode L [m] 1
Débit d’alimentation en alumine . Ike/s|

cristalline m &/%

Masse d’alumine métallique m . Ike]

produite a la cathode aluminium &

Production d’énergie dans la

zone du bain liquide P (W]

Perte de chaleur autour de la

zone du bain liquide Q (W]

Résistance électrique du bain fondu R €]

Température du bain liquide a .

Iextérieur de la zone d’électrolyse To ] 963
Température moyenne du bain sous ’anode Ty [°C|

Vl.tesse c'.lu bain s’ous | anode} y [ /s] 0.092
(circulation causée par le métal en mouvement)

Tension de la cuve V [V]

Tension théorique d’électrolyse Velee [V] 1.7
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3.3.1 Appliquer le premier principe de la thermodynamique pour

la zone du bain liquide.

Les pertes thermiques de conduction dans I'anode et dans l’aluminium liquide sont né-
gligées et on considére une température moyenne du bain 77 ainsi qu’'une température

moyenne a 'extérieur 7.

Selon le premier principe de la thermodynamique, le bilan d’énergie autour de la zone du
bain liquide est :

mlC'plTl = (k’ll22) + (%) — Q (34)

D’un point de vue thermique, la cuve recoit le premier terme qui représente les pertes par
effet Joule ainsi que le deuxiéme terme qui lui représentent les pertes dues au rendement
de Faraday inférieur & 1. Le terme () est la perte par chaleur sensible et le transport du

bain sous ’anode qui peut étre représenté par :
Q = ppl LvCyy (Ty — Tp) (3.5)

On obtient :

pr2le1T1 = (kllfﬂ) —+ (721) — pblLUCpl (Tl — T(]) (36)
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3.3.2 Appliquer la conservation de la masse de ’alumine.

On considére une concentration moyenne C; dans le bain liquide ainsi que le bilan massique

donné par :
m1C'1 :m—Pe—mo (37)

Avec P, la perte d’alumine transformée en aluminium métallique. On donne que la pro-

duction journaliére d’alumine en kilogramme est :

~ 1.89(8.058iF)

r k alumine/ jour .
2o [KSatumine o] (33)

Avec,
— Courant dans 'anode : i [A];
— Rendement de Farday : F' [-].

La consommation d’alumine par tonne d’aluminium est donnée par :

1890
ti =——1k alumine k aluminium :
Consommation 1000 [kgar /kga ] (3.9)

Alors les pertes d’alumine transformée en aluminium meétallique sont données par :

1890\ [8.058iF 1
P = = 1.763 - 10" i F [kg.A 1
(1000)( 1000 )(24 L] - 3600 [s]> 763 - 107" F [kg.As] (3.10)

On remplace dans le bilan massique :

oo L2C) = 1 — 1.763 - 10770 F — 1 (3.11)
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Avec 1y le bilan d’alumine qui entre et sort du dessous d’anode et sans étre électrolysée

donné par :
o = ppAv(Cy — Cy) = pplLv(Cy — Cp) (3.12)
On obtient :
P L21CY = 1 — 1.763 - 1077 F — pyl Lv(Cy — Cp) (3.13)
Avec m le débit d’entrer de I'alumine et la quantité dissoute est . Alors,
m = ym (3.14)
Finalement, on obtient :
ppL21Cy = ym — 1.763 - 1077 F — pyl Lu(Cy — C) (3.15)
La quantité d’aluminium métallique déposée sur la cathode est :

rhg = (1 — ) (3.16)

3.3.3 Ecrire ’équation d’état.

Poser :
— La température T et la concentration C; comme variables d’état ;

T
— Le vecteur d’entrée u = [777'1 v oi? @'/l2]
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On cherche ’équation d’état sous la forme :

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].

Equation de température

Reprenons le bilan énergétique :

pr2le1T1 = (ICIZZZ) -+ (T) — ,OblLUCpl (T1 — Tg)

Travaillons sur le terme de chauffage par effet Joule :

20

i1

Poue = k1li® = Ri?

Avec la résistance électrique du bain :

Alors,

g

— k=2

R 1 1
, ol

klll = EZQ

l

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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Avec la résistivité électrique du bain (ions des sels fondus qui conduisent le courant) o =

3.7-1072 [Q2.m]. On remplace dans (3.18) :

. ol . kot
pr2le1T1 = (ﬁﬁ) + (TQ> - ,OblLUCpl (T1 — TO) (322)
On isole T} :
B () (R 1) vy Yy (3.23)
L\ LAC, wl2Cpni2) LT L7° ‘
Linéarisons 1’équation en posant pour 77 :
vED (3.24)
Avec v la vitesse moyenne. On obtient :
7L (RS2 Y (. T B (3.25)
LT\ o LAC, wl2Cni2) LT L7° ‘
Equation de la concentration
Reprenons le bilan massique :
P L21Cy = y1n — 1.763 - 1077 F — pylLo(Cy — C) (3.26)
On isole C; :
. ' 1.763 - 107" F Cy - C
¢ =" iF_v(C =G (3.27)

Tl gl L
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Linéarisons 1’équation précédente :

.oy 1.763-10771F i o(Cy — Cy)
_ v e —Co) 2
@ ppL21 pLl? 1 L (529

Posons les variables suivantes afin de simplifier I’écriture :

a _v b_E by — 2 b_L
YTOLO YT L T pLic, T p LGy,
1 > —C 1.763 - 10~ F

by o (G =Gy, 1763107

- o2l L o pyL?

On remplace les équations de température et de concentration dans I’équation d’état.

ym
T1 aq 0 T1 0 b1 b2 b3 v
= + (3.29)
Ch 0 0] [Cy by bs 0 bg i2
i/l?
3.3.4 Trouvez-le résolvant ¥(s).
Le résolvant est donné par :
D(s) = (s] — A~ (3.30)
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Avec la matrice d’état, on obtient :

1 0 aq 0
(3.31)

(3.32)

KA
—
w
SN—
|
—~
w
|
=
=
N—
®» = O

3.3.5 Trouver ’expression de Ti(t).

Posons les entrées suivantes :
— Ty(0) = 965 [°C] ;
— w(t) = 0.092u_; (£) [m/s];
— i2(t) = 10000%u_ (t) [A?];
— i/2(t) = (10000/0.04)%u_ (£) [A/m?].

On veut la température T en sortie, alors posons le vecteur d’observation suivant :

cr=|1 o] (33)
En rapportant les entrées dans le domaine de Laplace, on obtient :
0.092
v(s) = (3.34)
s
100002
i%(s) = (3.35)
s
' 10000
! (s) = (3.36)

20 = 5oas
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Alors,

: 7= 272 LT (0) 2
Tl(s):Cl(ID(ﬂ(O)—l—Bu):bghLbll 04 byt I° +T11(0) 1" s (3.37)

25 (s—ay)

En appliquant la transformée inverse de Laplace :

At (byit by PO+ b2 B4 Th(O) @) by 4 byi 4 by o1
Tl(t)zg_l{Tl(S)}ze (3Z+ 107U+ 091 + 1( )Cl1 )_62@ l +b3_7/+b11}l

aq l2 ay 12
(3.38)
Il est possible de tracer 1’évolution de la température T} (t) :
965 - Evolution de la température de la cuve sous I'anode 1000 ¢ Evolution de la température de la cuve sous I'anode
\ 900 -
964.9995 I-|
\ 800 -
964999 \\\ 700+
o \ o
5] \ 3 eool
S geag085| | =
g \ e
2 2 500
o \ ©
qé 964.998 qé 200
e e
964.9975 - ‘-\ 300 [
\ 200 -
964.997 -
100
964.9965 . . ] ] i 0 . . . . |
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20 25
Temps (s) Temps (h)
(a) 100 secondes (b) 24 heures

FIGURE 3.10 — Evolution de la température de la cuve sous ’anode

On observe une température constante de la cuve, ce qui est désirée.
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3.3.6 Trouver ’expression de C(t).

Poser les entrées suivantes :
— C1(0) = 0.05 [kgalumine dissoute/ KEbain] ;
— =1
— m(t) = 1.6733 - 103u_4(¢t) [kg/s|;

On veut la concentration C en sortie, alors posons le vecteur d’observation suivant :

Cy = [0 1} (3.39)

En rapportant 'entrée dans le domaine de Laplace, on obtient :

1.6733-1073
y(s) = — (3.40)
Alors,
C1(0 byym + bsv  bgi
Co(s) = Crd(Ci(0) + Bu) = 2O | by + 550 ol (3.41)
s 52 252
En appliquant la transformée inverse de Laplace :
bei
Ci(t) = L HCi(s)} = C1(0) + t (bﬂm + bsv + l_i;) (3.42)
On considére une cuve d’électrolyse stable, alors :
(G =Gy L AC
bs = 7 == 0 (3.43)
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On obtient :
Ci(t) = C1(0) +t (bnm + _—) (3.44)

Il est possible de tracer I’évolution de la concentration C(t) :

0.05 Evolution de la concentration d'alumine dans le bain 0.06 - Evolution de la concentration d'alumine dans le bain
0.0499998
o5

—_0.0499996 |- —

£ £

8 8
2 0.0499994 4
e g 004

£ 0.0499992 - £

32 2

© ©
> (=2
< 0.049999 [ < 0.03
c c
S 9
® 0.0499988 - ®
= S 002
8 0.0499986 - g
c =
o o
© 0.0499984 o

0.01
0.0499982 -
0.049998 . . . . . 0 . . . . .
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20 25
Temps (s) Temps (h)
(a) 100 secondes (b) 24 heures

FIGURE 3.11 — Evolution de la concentration d’alumine dans le bain

On observe une concentration constante d’alumine, ce qui est désirée.
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3.3.7 Pour cette petite cuve d’électrolyse, quelle sera la produc-

tion journaliére d’aluminium 7

Supposons le cas idéal o la concentration est constante. Alors la variation de celle-ci est

nulle :

. ) Y
Ci(t) =0 = (bmm + %) — 1 = l_zbﬁl =1.674 - 107 [Kgatumine/] (3.45)
4

La consommation journaliére d’alumine est :
Patumine = 1.675 - 1072 - 24 - 3600 = 144.7 [Kgatumine/jour] (3.46)

La production journaliére d’aluminium est :

1000
Pa uminium — 14471 - —— = 6k aluminium !
z 1 1990 = 766 [kea | (3.47)
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3.4 La voiture hybride (HEV)

Un ingénieur électrique propose d’étudier un systéeme hybride de traction d'une voiture de
plaisance afin de déterminer les avantages et les inconvénients. Le systéme hybride retenu
est du type récupérateur d’énergie par freinage avec moteur-générateur, soit un systéme
souvent retenu par les fabricants de voitures.
Le parcours retenu pour la simulation est le suivant :

1. Une accélération de vitesse nulle jusqu’a 100 [km/h| pendant 20 [s];

2. Une croisiére a vitesse constante de 100 [km/h] pendant 273.5 [s] avec le moteur a

combustion (distance parcourue 7.6 [km]);

3. Une croisiére a vitesse constante de 100 [km/h| pendant 100 [s| avec le moteur

électrique (distance parcourue 2.8 [km]);
4. Une décélération jusqu’a l'arrét pendant 100 |[s].
Pendant ce trajet, la batterie sera chargée, déchargée partiellement et rechargée compléete-

ment (paramétre (3). Par la suite, une analyse du gain énergétique fait par la batterie sera

faite.

Il propose les modéles suivants :
L’équation de charge de la batterie par le générateur et le moteur a essence est donnée

par :

B =k (1l—p)F. (3.1)

L’équation de charge de la batterie par le générateur et le freinage est donnée par :

B = kyv (3.2)
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L’équation de décharge de la batterie par le moteur électrique est donnée par :

B = —ksoF., (3.3)

La force appliquée par le moteur a combustion est donnée par :

F, = aF, (3.4)

La force maximale appliquée par le moteur électrique est donnée par :

Fom = (1= €)Fy (3.5)

La force nécessaire pour charger la batterie par le générateur et le moteur a combustion

est donnée par :

F.. =eafF,, (3.6)

La force générée lors de la décharge de la batterie est donnée par :

Fog= aF., (3.7)

La force de friction des pneus sur la route est donnée par :

Fy=bv (3.8)
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Les données disponibles pour la voiture hybride sont résumées dans le tableau suivant :

Tableau 3.4 — Résumé des données disponibles pour la voiture hybride

Paramétre Symbole  Unité Valeur
Fraction de la force maximale du moteur (pédale) ) -] 0al
Niveau de charge de la batterie g -] 0al
Coefficient de frottement b [Ns/m)] 40
Constante de proportionnalité entre le moteur électrique

et le moteur & combustion ¢ a 0-1
Force maximale du moteur a combustion F, [N] 3000
Coefficient de charge de la batterie (moteur comb. et générateur) ky [(Ns)!] 3.6245¢-5
Coefficient de charge de la batterie (freinage) ko [m?]  1.6427¢-3
Coefficient de décharge de la batterie (moteur électrique) ks [(Ns)1]  3.057e-6
Coefficient de freinage k4 [Ns/m]| 29.08
Masse de la voiture m |kg] 1000

3.4.1 Ecrire I’équation du mouvement et I’équation d’état pour

les différents parcours de la voiture.
Parcours 1 et 2 : Mode combustion avec charge de la batterie et a variable.

Poser :
— La position z, la vitesse v et le niveau de charge de la batterie S comme variables
d’états.
— Le vecteur d’entrée u = «.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

v| =14] |v]| + [Bla (3.9)
B B
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Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position

T =0 (3.10)
Equation de vitesse
Faisons la sommation des forces :
d F=m-a=F,—F.—F; (3.11)
= ok, — eaF,, — bv (3.12)

En isolant ’accélération, on obtient :

(1—e)akm bv

) = 3.13
0 - - (3.13)
Equation de la charge de la batterie
B=ki(l—pB)F. (3.14)
=ki(1 — B)eaF,, (3.15)
= kieaF,, — kiBeaF,, (3.16)

Linéarisons I’équation en posant o« = & pour la deuxiéme partie de ’équation. On obtient :

B = kiealF,, — kipfeal,, (3.17)
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On remplace les équations de position, de vitesse et du niveau de charge dans I’équation

d’état. On obtient :

x 0 1 0 x 0
ol =0 =2 0 ol + L=, (3.18)
m m
15} 0 0 —keaF,| |B kieF,,
Afin de simplifier I’écriture, posons :
b _
a=—— a9 = —kealy,
m
1—e)F,
b= L= m e
m
On obtient :
T 0O 1 O T 0
vl =10 a O v| + b | @ (3.19)

B 0 0 ag| |8 by

Parcours 3 : Mode électrique avec décharge de la batterie et o variable.

Equation de position

T =0 (3.20)
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Equation de vitesse

Faisons la sommation des forces :

Y F=m-a=Fqy-F (3.21)

=afl,, —bv (3.22)

En isolant I’accélération, on obtient :

F.. b
p=2Lem 20 (3.23)
m m
Equation de décharge de la batterie
L’équation de décharge de la batterie par le moteur électrique est donnée par :
B = —ksaF,, (3.24)

On remplace les équations de position, de vitesse et du niveau de charge dans I’équation

d’état. On obtient :

x 0 1 O0f |z 0
b Fem

o =0 -2 of o]+ o (325)
m m

B 0 0 0 5 _k?)Fem

Afin de simplifier I’écriture, posons :
Fem
63 = b4 = _k3Fem
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On obtient :

T 0 1 0] |z 0

—~

vl =10 a 0] |v] + |bs] @ 3.26)

B 0 0 0] |8 by

Parcours 4 : Mode freinage avec charge de la batterie et o = 0.

Equation de position
T = (3.27)

Equation de vitesse

Faisons la sommation des forces :
> F=m-a=—Frenage — Fy (3.28)
Posons le freinage électrique comme étant :
Freinage = kav (3.29)
Alors, en isolant ’accélération, on obtient :

b= —— = (3.30)
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Equation de décharge de la batterie

L’équation de charge de la batterie par le générateur et le freinage est donnée par :

B = kav (3.31)

On remplace les équations de position, de vitesse et du niveau de charge dans I’équation

d’état avec o = 0. On obtient :

0] v (3.32)

ag = — ay = ko
m
On obtient :
T 0O 1 O T
v| =10 a3 0| (v (3.33)
B 0 ay Of |8
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3.4.2 Trouver les résolvants.

Modéle 1 : Mode combustion avec charge de la batterie et o variable.

Le résolvant est donné par :
d(s) = (sI — A (3.34)
Avec la matrice d’état de 'équation (3.19), on obtient :

1 0 0 0O 1 0
Qi(s)=1s10 1 0| =10 a O (3.35)
0 01 0 0 as

Y
s s(s ; ap)

Oy(s)= |0 G—a) 0 (3.36)
_0 0 (8 — CLQ)-

Modéle 2 : Mode électrique avec décharge de la batterie et o variable.

Avec la matrice d’état de I’équation (3.26), on obtient :

-1

1 00 0 1 0
Po(s)=|slo 1 0l =10 a O (3.37)

0 01 0 0 0

s s(s—ap) 0
Po(s) = 10 G _1a1> 0 (3.38)
R
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Modéle 3 : Mode freinage avec charge de la batterie et o = 0.

Avec la matrice d’état de I’équation (3.33), on obtient :

-1
1 00 0 1 0

P3(s)=|[s]0 1 0] —|0 ag O (3.39)
001 0 ag 0

_1 1 -

s s(s i as) 0

D3(s) = |0 5 —ay) 0 (3.40)
0o M 1
L s(s—a3) s

3.4.3 Trouver les expressions de la position, de la vitesse et du
niveau de charge de la batterie pour les quatre parcours.
Poser :

— Parcours 1 : ay(t

(
— Parcours 2 : as(t
— Parcours 3 : a3(t) =
(

— Parcours 4 : ayu(t) =

En appliquant la transformée de Laplace, on obtient les entrées suivantes :

a;  0.7473

an(s) = Llan(t)} = 2 = =5 (3.41)
0s(s) = Z{as(t)) = 2 = 0'48”5 (3.42)
s(s) = Z{au(t)) = 22 = 21 (3.43)

auls) = L{aun(t)} = = = (3.44)
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Parcours 1 : 0 a 20 [s].

Commencons par poser les vecteurs d’observation de la position, de la vitesse et du niveau

de charge :
Ci=1{100 (3.45)
Co=1010 (3.46)
Cs=10 0 1 (3.47)

Avec des conditions initiales nulles les expressions de la position, de la vitesse et du niveau

de charge dans le domaine s s’obtiennent avec :

Oélbl
=9 B = = 3.48
1(s) = C1®1Bay () (s —a)) (3.48)
(s) = Cyd Bay (s) = — L0 (3.49)
v1(s) = a(s) = —— .
1 2@ Loy s(s—ar)
(05} bQ
— (.®. B -t 3.50
Bi(s) = C3®1Ba (s) s (s — ap) ( )
En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
Oélbl(ealt — 1) Oélblt
t) = — 3.51
nt) = " - (351)
by(e®t —1
v (t) = aiby (e — 1) (3.52)
a1
by(e™t —1
Bty = bl = 1) (3.53)

ag
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Parcours 2 : 20 a 293.5 [s].

Avec des conditions initiales non nulles les expressions de la position, de la vitesse et du

niveau de charge dans le domaine s s’obtiennent avec :

15(s) = O1®(2;(0) + Bas(s)) = 1(20) n v1(20) n anby

U1(20> 4 Oégbl
s—a;  s(s—a)

B B1(20> 04262
= +
s—as  S(s—ay)

v9(s) = Co®q(2;(0) + Bas(s)) =

52(3) = Cg@l(xl(O) + BO@(S))

En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :

U1(20) (e‘“t — 1) — Oégblt i Oégbl (6a1t — 1)

t) = 20
wo(t) = 11(20) + @ >

Oégbl (€a1t — ].)
ai

CYQbQ (€a2t — 1)

a2

va(t) = v1(20)e™" +

Ba(t) = Br(20)e™" +

Parcours 3 : 293.5 a 393.5 [s].

s s(s—ay)  S%(s—ay)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

Avec des conditions initiales non nulles les expressions de la position, de la vitesse et du

niveau de charge dans le domaine s s’obtiennent avec :

x3(s) = C1Pa(z;(0) + Bas(s)) = 23(273.5) + v2(273.5) i asbs

v3(8) = Co®o(2;(0) + Bas(s)) = v9(273.5) N oz3bs

s—aq S(S — al)
Ba(s) = Cady(2:(0) + Bas(s)) = 52(2573.5) " 04254

s s(s—ay)  s%(s—ay)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :

273.5) (et — 1) — quabat ba (e1t — 1
I3(t) = $2(273,5) + UQ( ) (6 ) Q303 n Q303 (6 )

a a?

Oégbg(ealt — 1)

v3(t) = v2(273.5)e™" +
a1

53(t) = 52(2735) + izbyt

Parcours 4 : 393.5 a 493.5 [s].

(3.63)

(3.64)

(3.65)

Avec des conditions initiales non nulles les expressions de la position, de la vitesse et du

niveau de charge dans le domaine s s’obtiennent avec :

100 100
)+ v3(100)

z4(8) = C1P3(x;(0) + Bay(s)) = 3

s s(s —asz)
1(s) = Coala0) + Bas)) = L2
Bu(s) = Cua(i(0) + Ba(s)) = 2O, a0

En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :

v3(100) (e®* — 1)
as

x3(t) = x3(100) +

v3(t) = v3(100)e"

a,v3(100) (et — 1)
as

B3(t) = (3(100) +

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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Il est possible de tracer le trajet complet du véhicule :

Evolution de la position du véhicule Evolution de la vitesse du véhicule

500

12r
101 \
gl
= =
g €
< < \
g9 3 |
g 8 ‘.
a g
4l
|
ol
0 | | | | J 0 | | | | J
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400
Temps (s) Temps (s)
(a) Evolution de la position (b) Evolution de la vitesse
100 - Evolution du niveau de charge de la batterie
X 493.5
9 - Y 99.2
80 /
X 293.5
Y 67.18
S 70+ )
S e0f
©
< I}
S 50 |
° X 393.5
g 40 | Y3321
2 .
Z 30t
20 1
10
0 | | | | |
0 100 200 300 400 500

Temps (s)

(c) Evolution du niveau de charge de la batterie

FIGURE 3.12 — Simulation du véhicule hybride
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3.4.4 Donner la vitesse maximale du véhicule pour le moteur a

combustion et le moteur électrique.

Afin de déterminer la vitesse maximale, il faut résoudre les équations avec a; = 1, ag = 1,

e =0 et t = oo, on obtient :

O[lbl (e“lt — ]_)
ai

ongg(e“lt — 1)

a7

— 75 [m/s| = 270 [km /b (3.72)

v1(00) =

v3(00) = = 67.5 [m/s| = 243 |km /h| (3.73)

Il est possible de tracer I’évolution de la vitesse pour chacun des moteurs :

Evolution de la vitesse du véhicule

80
70 X 500
i bbb md o $-—1Y75
X 400
60 Y 67.5

Moteur & combustion
—— — — Moteur électrique

a
o

Vitesse (m/s)
w B
o o

n
o

10

0 Il Il Il Il I
0 100 200 300 400 500

Temps (s)

FIGURE 3.13 — Evolution de la vitesse du véhicule
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3.4.5 Pour ce trajet complet, quelle est I’économie d’énergie qu’un

tel systéme hybride permet ?

L’économie d’énergie pour ce trajet (parcours 1 a 4) consiste a la récupération d’énergie
dans la batterie lors du freinage a la fin. On peut estimer ’énergie totale contenue dans la

batterie avec les paramétres du parcours 3, soit :

100 100 100
Ep=3 / Frodt =3 / bo?dt = 3bv? / dt (3.74)
0 0 0

Ep = 3bv* - 100 = 9.26 - 10° [J] (3.75)
Ainsi, I’énergie récupérée lors du freinage est :
Er =0.66Ep = 6.1-10° [J] (3.76)

Maintenant, estimons ’énergie totale pour amener la voiture a la vitesse constante de 100
[km /h| juste avant le freinage final, soit I’énergie cinétique du véhicule et I’énergie dissipée

par le travail de la force de frottement F.

L’énergie totale peut étre approximée par :

Er = Ex + Er, (3.77)
Er = %mv2 + /Ffdx (3.78)
Er = %mv2 + /Ffvdt (3.79)
Ep = %va + / bv?dt (3.80)
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1
Er = 5mu2 + b272/dt

1
Ep = §mv2 + b3*(393.5 — 20)
Er ~=3.858-10° + 1.153 - 107

Er =1.191-107 [J]

Alors le pourcentage d’énergie récupérée pour le parcours est :

6.1-10°

NEr = ——— - 100 = 51.2%

1.191 - 107

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

3.4.6 Aprés cette analyse de la voiture hybride, & votre avis, la

rentabilité de ce systéme est plus intéressante pour la ville

ou ’autoroute ?

Vu la quantité d’énergie qui est récupérée lors du freinage du parcours 4 comparativement

a ’énergie économisée lors du parcours 3, il semble beaucoup plus intéressant d’utiliser ce

type de voiture hybride en ville plutot que sur 'autoroute.

3.4.7 Exprimer le contenu d’énergie de cette batterie en kWh

11 suffit de faire la conversion

Ep

suivante :

0 9.26-10° [J]
~ 3.6-106 [J/kWh]

= 2.57 [kWh]|

(3.86)
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3.5 L’autofocus passif a contraste de phase

Un ingénieur électrique propose d’étudier le systéme d’autofocus a contraste de phase
d’un appareil photo dans le but de réduire le temps d’ajustement de celui-ci. L’autofocus
passif fonctionne sur le principe de la réflexion de la lumiére. C’est la lumiére réfléchie
par le sujet qui permet a l'appareil de faire la mise au point. L’objectif est divisé en
deux parties, chacune permet alors de calculer la distance du sujet, et donc sa netteté. Le
systéme analyse les rayons créés par les deux parties, chacun formant un point lorsque la
mise au point est correcte. Dans le cas ol la mise au point est mauvaise, les rayons forment

alors un disque flou et non un point.
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Aprés analyse, il propose de construire un modéle avec I’équation d’état. Le trajet optique

retenu est représenté par le schéma suivant :

a
h ' plan des capteurs CCD
f
f

{ ]
2
1/, I

1entﬂle N2 y

l% Z', v
L

FIGURE 3.14 — Trajet optique pour 'autofocus

3.5.1 Utilisant les lois de la géométrie plane, trouver I’expression
de P’écart ¢ lorsque le plan du capteur CCD n’est pas situé
sur celui de la formation de I’image. La variable § représente

le degré de flou de 'image.

Le degré de flou est donné par :

d=1ys—u (3.1)
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Commencons par déterminer y;, on a ici deux triangles opposés par le sommet avec un

angle commun égal, se sont donc deux triangles semblables avec des cotés proportionnels.

. 0
c
a ]l
h I plan des capteurs CCD
f
f
X5
) Y, ~|r
p y:%
lentille N Yy
> v
L
FIGURE 3.15 — Triangles semblables
On trouve :
h hc
—=— Yy =— (3.2)
0 0
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Continuons avec y3, en utilisant encore la propriété des triangles semblables.

. 0
c
\ a .
h ' plan des capteurs CCD
f
f
Y,
» Y, I
1,
lentille N7 vy
—_> 1, v
L
FIGURE 3.16 — Triangles semblables
On trouve :
h Y3 h(c—f)
foe=f 7 33
On remplace y; et y3 dans (3.1) :
g lMe Sl he _p(cq_c (3.4
f 0 f 0

On controle la position du capteur avec c.
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Prenons que la position du capteur ¢ au temps ¢ est donné par :

Alors,

Utiliser le modéle du moteur & courant continu et la relation :

x = 36

Avec :

— x : La distance entre le plan de la lentille et le capteur CCD |m];

(3.5)

(3.6)

— [ : Le facteur de proportion entre la rotation du moteur et le déplacement latéral

de la lentille 3.183 - 107 [m/rad];

— 6 : L’angle de rotation du micromoteur autour de son axe [rad];

— w : La vitesse de rotation du micromoteur autour de son axe [rad/s|.

Les parameétres du micromoteur sont les suivants :

Tableau 3.5 — Résumé des données disponibles pour le micromoteur

Parameétre Symbole  Unité Valeur
Tension sur le micromoteur E [V] 7.2
Courant dans le micromoteur I [A] 1
Inertie du micromoteur J kgm?|  5-1072
Constante de couplage mécanique du micromoteur ky [Nm/A | 1.57-1072
Constante de couplage électrique du micromoteur ko [Vs/rad] 1.57-1072
Résistance d’armature du micromoteur R (€] 0.917
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3.5.2 Trouver I’équation d’état.

Poser :
— Position x et vitesse v du micromoteur comme variables d’état ;
— Le vecteur d’entrée u est la tension électrique E.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

= [A] + [BIE (3.8)

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position

Equation de vitesse

L’équation de vitesse d’'un moteur a courant continu est donnée par :

ki ko kq
= __—-“ —F Nl
JRw—i- R (3.10)

En appliquant la dérivée par rapport au temps de I'expression (3.7), on obtient :

(3.11)

(3.12)
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On remplace dans (3.10) :

kle (% k’l

JRB IR

kyko ki 0
LNy
JR'" IR

v
B

On remplace les équations de position et de vitesse dans 1’équation d’état.

T 0o 1 T 0
JR JR

3.5.3 Trouvez-le résolvant ¥(s).

Le résolvant est donné par :
B(s) = (sl — A"

Posons les variables suivantes afin de simplifier 1’écriture :

_kiky RS
JR ' JR

a; =

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Avec la matrice d’état, on obtient :

-1

10 0 1
0 1 0a1

L
O(s) = | ° s(s —ay)
0 1

S — aq

(3.17)

(3.18)

3.5.4 Si la sortie est la position, calculer la fonction de transfert

G1=x(s)/E(s) avec le résolvant.

On veut la fonction de transfert de la position, alors posons le vecteur d’observation sui-

vant :

a-fo

A partir du résolvant, on obtient :

G(s) =CoB
(T N
G(s) = [1 0} (5) 3(5141) ,
On obtient :
ox(s) by
Gils) = E(s)  s(s—ay)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

317



CHAPITRE 3. MODELES APPLIQUES EN ELECTRIQUE

3.5.5 Trouver ’expression de x(t) si I’entrée est : E(t)=7.2u, [V].

En rapportant ’entrée dans le domaine de Laplace, on obtient :

Alors,

En appliquant la transformée inverse de Laplace :

3.5.6

w(t) = L Ya(s)} = 7.2, {% (¢ — art - 1)}

1

( k1Ko
k 1 T |t kik
x(t) =72 15 e\ SR (ﬂ) t—1

JR Kks\ 2 JR
(‘ JR)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

~—~

3.27)

Dans le cas pratique d’une image et d’un appareil photo,

calculer la dimension du disque flou 6.

Les parameétres de 'appareil photo sont les suivants :

f : Distance focale du systéme de lentille, 0.05 [m];
o : Distance de 'objet a la lentille, 5 [m];
h : Hauteur de l'objet, 1 [m]|;

x : distance de départ du capteur CCD a la lentille, 0.051 [m].
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En remplagant les valeurs numériques dans I’équation (3.6), on obtient :

0.051 0.051
=12 1220 .
(0’05 3 ) 0.0096 [m]

(3.28)

3.5.7 Calculer le temps théorique de autofocus avec le micromo-

teur proposé et le cas pratique ci-haut.

Commencons par déterminer la position actuelle de I'image de l'objet :

fo

L = 0.0505
o a f o—f [m]

La distance a parcourir est donc :

2(t) = 2(0) — a = 0.051 — 0.050505 = 0.00495 [m|

En isolant le temps t dans Iexpression (3.27), on obtient :

t=0.514 |s]

(3.29)

(3.30)

(3.31)

319



CHAPITRE 3. MODELES APPLIQUES EN ELECTRIQUE

Il est possible de valider graphiquement ce résultat en tragant I’expression de x(t).

Position du capteur CCD
05 .

X 0.513585
0.45 Y 0.494949

0.4r
0.35 |
0.3

0.25

Position (mm)

0.2

0.15

0.1

0.05

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Temps (s)

FIGURE 3.17 — Position du capteur CCD

3.5.8 Proposer un schéma de régulation automatique de I’autofo-

cus basé sur cette approche.

th

\L l \LPerturbations

5*(s) € E v 5(s)
PI G1(s)

FIGURE 3.18 — Schéma de régulation bouclé de ’autofocus
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3.5.9 Faites ce schéma de régulation sur Simulink et tracez le

degré de flou.

A partir du fichier Simulink disponible, on obtient :

h

Hauteur de l'objet

f

Distance focale

o

Distance de I'objet

«

o]
Lo
h

. e E(s) X(s) ot
0 o* PID(s) > ol M et o, »(]

s*—als

delta” PID Controller Transfer Fen G1 Scope delta
Appareil photo

» out.delta

delta

FIGURE 3.19 — Schéma Simulink de "autofocus

Degré de flou delta §

-0.2

Degré de flou § (-)

-0.6

-0.8

1 I I I I |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temps (s)

FIGURE 3.20 — Degré de flou en boucle fermée
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3.6 La désalinisation de ’eau par cellule CDI « capaci-

tive deionization »

Un ingénieur chimique a le mandat d’étudier le fonctionnement d’une cellule CDI dans le
but de mieux comprendre les mécanismes en jeu lors de la désalinisation de 1’eau et pour
évaluer le potentiel économique. Pour ce faire, il propose 'approche de la modélisation
utilisant I’équation d’état. En effet, Dans le monde, on produit chaque jour par dessalement

environ 95 millions de métres cubes d’eau douce.

L’eau de mer contient environ 35 [g/L| de sel (NaCl et autres), plusieurs techniques sont
disponibles pour la désalinisation, celle retenue est 1’électrodialyse utilisant la cellule CDI.
En effet, cette technique semble prometteuse au point de vue énergétique. L’électrodia-
lyse de 'eau salée fait appel aux lois des circuits électriques, a la loi de Faraday et a la
loi d’écoulement des fluides. Plusieurs variantes d’opération de la cellule CDI sont dispo-
nibles, celle étudiée est le cas de ’écoulement de ’eau entre deux électrodes capacitives tel

qu’illustré a la figure suivante.
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e entrée

T Alimentation

Electrode capacitive
Electrode capacitive

!

Eau fraiche
m, T

e sortie

s

Circulation entre les électrodes

FIGURE 3.21 — Schéma simplifié¢ d’une cellule CDI

Pour réaliser le premier modéle simple, il propose plusieurs hypothéses simplificatrices :
— Le débit d’eau m,. est constant.
— La concentration de sel & ’entrée x. est constante.
— La résistance de '’eau salée R, est constante.
— La tension de la cellule V' est constante.
— Les électrodes possédent des capacités identiques C = Cb.

— La cellule CDI (a plaques paralléles) a une surface A. = wl.
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— A t =07 la cellule CDI est remplie d’eau et 'interrupteur est fermée.

— La cellule est opérée a V' constant pendant un temps ¢, (temps d’absorption du sel
par les électrodes, effet Faraday).

— L’interrupteur est ouvert et le débit d’eau est dévié. Une tension inverse est appli-
quée sur les électrodes pendant un temps ¢; (temps de désorption des ions Na™ et
CI des électrodes, nettoyage des électrodes).

— Le condensateur C est court-circuité a t = 0% ;

— Le cycle de désorption n’est pas étudié.

Le schéma électrique équivalent est donné par :

v

FIGURE 3.22 — Circuit équivalent d’une cellule CDI
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Afin de valider le modéle et rendre les simulations plus réalistes, I'ingénieur choisit les

parameétres suivants qui proviennent d’une étude expérimentale de l'opération d’une petite

cellule CDI [23] :

Tableau 3.6 — Résumé des valeurs pour le probléme de la cellule CDI

Parametre Symbole  Unité ,E.tude Valeuli du
expérimentale modéle
Capacité d'une électrode C [F] 58.25
Distance inter-électrode de. [um] 250 250
Incrément de temps At [s] 1
Rendement de Faraday n -] 1
Faraday F [C/mol]
Intensité du courant I [A]
Longueur d’une cellule l [cm] 6 6
Débit d’eau totale e 60 [mL/min| 0.001 [kg/s]
Masse molaire de sel Msq [kg/mol]
Masse totale d’eau (8 cellules) Myel [kg] pNlwd,
Nombre de cellules CDI N [] 8 8
Masse volumique de 'eau p [kg/m?] 1000 1000
Résistance moyenne de I'eau (8 cellules) R, (€] 0.8
Tension de la cellule Vv [V] 1.2 1.2
Largeur d’'une cellule w [cm] 6 6
Concentration de sel a I'entrée Te 20 - 1073 [mol] 0.01168 [kg sel/kg eau]
Valence électronique Zsel -] CI(1), Na™ (1)

Partie A : Modéle simple d’équation d’état de la cellule CDI

3.6.1 Trouver I’équation d’état du systéme sachant que V; et V,

sont les variables d’état et V est le vecteur de controle.

On cherche ’équation d’état sous la forme :

= (4] + BV (3.1)
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Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].
Equation V,

On sait que I’équation de charge du condensateur C'; est donnée par :
1 t
V-V= —/ i(t) dt (3.2)
¢ Jo
Alors,
1 t
Vi=V— —/ i(t) dt (3.3)
¢ Jo

Trouvons l'expression du courant dans le condensateur, dans le domaine s I'impédance

équivalente est donnée par :

1 1 2+ CR;
Jey=—+Rs+—=—=—7— 3.4
7 Cs LR Cs Cs (3.4)
Alors le courant dans le domaine s est donné par :
Vv Cs Vv 1
I(s) = — = | — 3.5
(s) s<2+C’Rs> R\, 2 (3.5)
R,C
En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
2
vV - t
ity =2 I(s)} = 7 R,C (3.6)

S

326



CHAPITRE 3. MODELES APPLIQUES EN ELECTRIQUE

On peut résoudre ’équation (3.3) pour obtenir :

2
1% - t
ww:51+e&0 (3.7)
En dérivant I’équation précédente, on obtient :
. Vv 2
t) = - .
Vi(t) RC R oV (3.8)

Equation V,

La différence de potentiel aux bornes de la résistance R, est donnée par :

Vi — Vo = Ry i(t) (3.9)
Alors,
2 2

V - t vV - t

Vy(t)==|14+e BsC | —R, | —¢ BC (3.10)
2 R,
2
- t

Va(t) :% 1—e RC (3.11)

Vo(t) = — Va (3.12)
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On remplace les équations de tension dans ’équation d’état. On obtient :

— 0
% %
= BC 5 ' + Rio V (3.13)
Va — Va
R,C R,C
Afin de simplifier ’écriture, posons :
2 b 1
“="Re "7 RC
On obtient :
% ap 0] |V, b
= v (3.14)

Va 0 a Va by

3.6.2 [En utilisant le résolvant ®(s), trouver ’expression des fonc-

tions de transfert G1(s) = V1/V et Ga(s) = V,/V

Le résolvant est donné par :

D(s) = (sI — A~ (3.15)

328



CHAPITRE 3. MODELES APPLIQUES EN ELECTRIQUE

Avec la matrice d’état, on obtient :

-1

1 0 ap 0
O(s)=1|s - (3.16)
01 0 aq
! 0
O(s)= 574 (3.17)
0
S — aq

On veut la fonction de transfert avec la tension Vi, alors posons le vecteur d’observation

suilvant :

Cy = [1 0] (3.18)

La fonction de transfert est donnée par :

Ghi(s) = % — (0B - [1 o} s—a (3.19)

Gi(s) = by (3.20)

S — aq

On veut la fonction de transfert avec la tension V5, alors posons le vecteur d’observation

suivant :

Cy = {o 1} (3.21)
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La fonction de transfert est donnée par :

1
Gy(s) = % = Cy®B = lo 1} 5T M 1 (3.22)
0

S — aq

Ga(s) = (3.23)

3.6.3 Trouver I’équation de conservation du sel dans la cellule CDI

pour le cycle d’absorption.

L’équation de conservation du sel dans la cellule CDI est donnée par :

& = entrée — sortie (3.24)

Alors selon le cycle d’absorption, on obtient :

Myel T = MeLeontrée — MeTsortie — CONVErSIon (3.25)

La conversion est donnée par le rendement de Faraday :

IMseln
Zoseld 3.26
FZsel ( )
Alors, on obtient :
. Me My Ma \ nl
= (w0 — 1) —= — 3.27
’ (x B ) Mye1 (FZNa * FZC1> Mye1 ( )
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Partie B : Validation du modéle

3.6.4 Trouver I’expression de la concentration de sel avec la défi-
nition de la dérivée numérique.

On peut utiliser la définition de la dérivée numérique de premier ordre d’une variable pour

trouver la concentration de sel a la sortie des cellules, soit :

v+1 _

2t = ((xe _ gy e )At— <( My, | Mo > n >At+x” (3.29)

Myc1 FZNa FZCI Mye1

3.6.5 Faire une simulation en boucle ouverte avec les valeurs du
tableau précédent et tracer les graphiques de V,(t), Va(t),
i(t) et x(t).

A partir du fichier Excel disponible, on obtient les résultats de simulation suivants. A titre

comparatif, on a inclus les résultats obtenus par Zhao et al [23].
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Tension (V)
) o
(=] 0o

o
>

0,2

Evolution de la tension aux bornes de la cellule CDI

—Tension V1

Tension V2

50 100
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Temps (s)

200 250 300

(a) Tension aux bornes de la cellule CDI

Evolution du courant
16

—I cellule
14 | total
Mesures Zhao 2012
12
_10
<
€
508
=3
]
0,6
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02 \
0,0
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Temps (s)

(b) Courant
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Evolution de la concentration de sel a la sortie

40

35

N w
« o

Concentration (mMol)
& 3

10

100

150
Temps (s)

—Modele CDI

--Mesures Zhao et al 2012

200

250 300

(c) Concentration de sel a la sortie

FIGURE 3.23 — Simulation en boucle ouverte du modéle de cellules CDI
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Partie C : Cas d’application a I’échelle d’une usine existante.

Le modele développé est utilisé pour déterminer, en premiére analyse, ce qui serait une

usine de traitement de l'eau peu salée (saumatre). Pour ce faire, il utilise les données de

départ provenant d’une installation industrielle existante en Mongolie (installation réalisée

par une entreprise chinoise [24]).

Aprés une revue des données disponibles et plusieurs simulations numeériques, il obtient le

tableau suivant :

Tableau 3.7 — Résumé des paramétres de simulation pour le probléme de la cellule CDI

Parameétre Symbole Unité Valeur de référence Valeur du modéle
Rendement de Faraday n -] 1
Surface de la cellule A, [m?| 1
Densité de débit d’eau 9

pour toutes les cellules D [kg/ (s-m?)] 0.0049
Distance inter-électrode de [m] 2.5-10—4
Puissance alimentation

électrique pour N cellule CDI E (W] 429000 420240
Courant dans une cellule Teellule(t=0) [A] 13
Courant dans toutes les

cellules au début du cycle Tiotati=0y [A] 309000
Courant dans toutes les

cellules a la fin du cycle ) [A] 61800
Largeur d’une cellule l [m] 1
Débit d’eau a l'entrée .

par cellule e [keg/s| 4.9-10-3
Débit eau totale a .

I'entrée (pour N cellules) Metotal [ke/s] 5.7 5.7
Nombre (\ie cellules N Hl 93621
en paralléle

Temps pour un cycle

d’absorption by g 300
Tension sur N cellule CDI V [V] 1.36
Hauteur d’une cellule w |m| 1
Concentration moy. sel entrée Te [kg NaCl/kg eaul 0.001 0.001
Concentration moy. sel sortie Ts [kg NaCl/kg eau] 0.000250 0.000270
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3.6.6 Faire une simulation numérique de cette usine en Mongolie

a partir des données de ’expérience de Zhao (opération a

V constant).

A partir du fichier Excel, on obtient les résultats suivants :

14

Tension (V)
°
%

o
o

o
'S

0,2

Tensions aux bornes des cellules CDI

—Tension V1

Tension V2

0 50 100 150 200 250
Temps (s)

350

N N
o a
S S

Courant (kA)
g

100

50

300

(a) Tension aux bornes des cellules CDI

Evolution du courant total

50 100 150 200 250 300
Temps (s)

(b) Courant

Evolution de la concentration de sel a la sortie

0,0012

0,0010

0,0008

,0006

0,0004

Concentration (()kg sel / kg eau)

0,0002

0,0000

150

Temps (s)

200 250 300

(c) Concentration de sel a la sortie

FIGURE 3.24 — Simulation en boucle ouverte du modéle de cellules CDI
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Partie D : Cas d’application pour une nouvelle usine.

Il étudie le cas d’une petite usine pour traiter une eau salée a 35 [g/L| (eau de mer) au

rythme de 1000 [m?/jour| avec un taux d’enlévement du sel de 75%. .

3.6.7 Proposer une usine d’électrodialyse CDI opérant a tension
constant (1.2 [V]). Combien de cellules de 1 [m?] seraient
nécessaires ?

Un taux d’enlévement de 75% d’une eau salée de 35 [g/L| pour un rythme de 1000 [m?/jour]

correspond a une masse de sel de :

35
Mser = 0.75 - 0001 [g/m?] - 1000 [m?/jour] = 26250000 [g] = 26250 [kg/jour]  (3.30)

A partir du fichier Excel (CDI-eau de mer), pour 10000 cellules, on obtient une extraction

de 26251 [kg/jour| de sel.
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Chapitre 4

Modéles appliqués en thermique

4.1 Le fer & cheveux

Symétrie

Ve, 0y

FIGURE 4.1 — Schéma de I’échange thermique d’un fer & cheveux

Un ingénieur mécanique propose d’étudier le mécanisme du chauffage des cheveux lors de
I'utilisation d’un fer plat afin de déterminer les parameétres d’utilisation et éviter la brilure

excessive des cheveux.
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En considérant la symétrie du fer, les équations de la conservation de 1’énergie pour la

masse de céramique et des cheveux sont données par :

m;C;T; = entrée(s) — sortie(s) (4.1)

Les essais en laboratoire ont montré que I’équation du chauffage des cheveux avec un

pressage mécanique s’exprime comme suit :

@ =U(N —-T5) + BFq. (4.2)

Le chauffage par élément électrique (effet Joule) s’exprime comme suit :

qe = aqemaz (43)

Les parameétres du probléme sont résumés dans le tableau suivant :

Tableau 4.1 — Résumé des paramétres disponibles pour le probléme du fer a cheveux

Parameétre Symbole  Unité Valeur
Coefficient thermique U [W/°C] # =1
Degré de chauffage a -] 0al
Parameétre de pressage I5; [N 0.163
Chaleur massique de la céramique Cy [J/kg °C] 500
Chaleur massique des cheveux Cy [J/kg °C] 1042
Force de pressage de la main F [N] 0420
Masse de la céramique my [kg| 0.04
Masse des cheveux Mo [kg] 0.01
Chauffage du fer vers l'air o [W] 10
Chauffage du fer vers les cheveux ¢ [W]

Chauffage électrique Qerman [W] 115
Température de la céramique T [°C]
Température des cheveux T [°C]
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4.1.1 Ecrire I’équation d’état du systéme.

Poser :
— La température de la céramique T} et la température des cheveux T, comme va-
riables d’état ;
— Le degré de chauffage «a, le chauffage du fer vers lair qq et la force de pressage de
la main F' comme entrées.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

T Ty
=[] |+ 1Bl (4.4)
Ty Ty
F

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].
Equation de température de la céramique

Soit le bilan énergétique :

mlclTl =Ge —qo — 42 (4.5)

mlclTl = aqemaz - qO - A(Tl - T2> - Fﬁaqemaz (46)
. e A(Ty - T Fpag.

Tl — aq maxr qo - ( 1 2) _ Baq mazx (47)
m101 m101 m1C'1 m101

On retrouve les entrées F' et a dans le méme terme non-linéaire, alors posons aqe,,.. = G

afin de linéariser le modéle. On obtient :

UTI UTQ aqemaac _ qo - F/qu

Ty = —
! m101 m101 mlCl m101 m101
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Equation de température des cheveux

Soit le bilan énergétique :

m202T2 = (q2

m202T2 - U(Tl - T2) + F/Baqemaz

U(Tl — Tz) + Fﬁaqemm
mQCQ m202

Ty =

(4.9)
(4.10)

(4.11)

A nouveau, On retrouve les entrées F' et a dans le méme terme, alors posons age,... = G

afin de linéariser le modéle. On obtient :

7 Urn, Ul FBq.
2T meCy meCy | maCly

On remplace les équations de température dans I’équation d’état. On obtient :

o U U qemam _ 1 _ /qu «

T . m101 m101 T i mlCl m101 m101
- - do

TQ U _ U TQ O 0 &
maCh moCs maCh F

Afin de simplifier ’écriture, posons :

a v a v
e mlC'l 2T mQCQ
e _ 1 P B¢
bl N m101 b2 N m101 b3 N mlCl b4 N mQCQ

(4.12)

(4.13)
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On obtient :

' a
Tl —ay aq Tl bl bg bg

- + o

T2 a9 —Qa2 T2 0 0 b4 F

4.1.2 Trouvez-le résolvant.

Le résolvant est donné par :

D(s) = (s] — A~

Avec la matrice d’état, on obtient :

-1

1 0 —a ay
O(s)=|s —
0 1 (05} —as
S+ ay a1
o (s) s(s+ay+as) s(s+a;+as)
- a9 S+ a;

s(s+ay+as) s(s+ay+ az)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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4.1.3 Trouver ’expression de T(t) avec le résolvant.

En rapportant les entrées dans le domaine de Laplace, on obtient :

alt) =au_y — as) = % (4.18)
q(t) = qou—1 — qo(s) = % (4.19)
F(t) = Fu_, — F(s) = g (4.20)

On veut I'expression de la température des cheveux, alors posons le vecteur d’observation :

Cy = [0 1] (4.21)
Alors,
Ty(s) = T1(0)ay + T5(0)ay T5(0) aoby
2 s(s+aj + as) s+a;+ay  S%(s+a;+as)
QOa2b2 F(Sb4 + CL1b4 + (Igbg) (4 23)
s2(s + ay + az) s2(s+ay + as) :
En appliquant la transformée inverse de Laplace :
T1(0 T5(0
Tg(t) = X_I{TQ(S)} = 1( )a2 1 2( )al (1 _ e—t(a1+a2)) + T2<0)6—t(a1+a2)
aq a9
n (cvaghy + qoasgbs + F(a1bs + agbs)) t n (caghy + qoasbs + Fas(bs — by)) (e_t(a1+a2) - 1)
a1 + as (@1 + a2)2
(4.24)
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4.1.4 Tracer I’évolution de la température des cheveux pour les
différents scénarios suivants.
— Scénario 1 : T1(0) = T5(0) =20 [°C|, « =1 [-], g0 = 10 [W] et FF =0 [N];

— Scénario 2 : T1(0) = T2(0) =20 [°C|, a =1 [-], g0 = 10 [W] et F =5 |N];
— Scénario 3 : T1(0) = T5(0) =20 [°C], a =1 [-], go = 10 [W] et F' =10 [N].

On obtient les résultats suivants :

120 ¢ Evolution de la température des cheveux

F=0[N]
110 - —-———F=5[N]
F=10[N]
100 -
90 - .
o X5
80
o Y 88.85
> ///
F 701 —
‘0 -
o e
E 60r =
2 i
50 L x5
_-"7| Y 56.93
40 et
T X5
30 - Y 25.01 /
//// /'
20 - L Il L L L 1 I
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps (s)

FIGURE 4.2 — Evolution de la température des cheveux

4.1.5 Si la limite supposée sécuritaire de la température des che-
veux est 50 [°C], que peut-on conclure au sujet du pressage ?
A partir des résultats a la question précédente, on peut dire qu'il faut une force de pressage

légérement inférieure a 5 [N] si on veut respecter la limite sécuritaire de température. Une

indication a ce sujet devrait étre mentionnée a l'intention de 'usager.
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4.1.6 Afin d’éviter la brilure des cheveux lors d’une mauvaise
utilisation du fer. Quel systéme de sécurité pourrait étre
installé ?

A 'équation (4.24), on observe que les paramétres «, gy et F' sont multipliés par le temps de

chauffage t. Si le fer chaud demeure en place trop longtemps, une brilure peut se produire.

La sécurité envisageable est de limiter la puissance maximale gey,q. €t de recommander une

température d’opération 15 plus faible.
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4.2 Le chauffe-eau tubulaire instantané

Eau 11 m, T,

FIGURE 4.3 — Schéma de principe du chauffe-eau instantané

Un ingénieur propose d’étudier le systéme de chauffage instantané de 1’eau ci-haut. L’eau
entre dans I’échangeur tubulaire ou elle est chauffée par contact avec un élément chauffant
électrique (effet Joule).

Sachant que 1’équation de chauffage de I'eau est :

V2 T, — T
P =4400 [W] = o = UA(T1 = T») = 1R 2

(4.1)
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Les valeurs des parameétres pour un chauffe-eau sont :

Tableau 4.2 — Résumé des valeurs disponibles pour le probléme du chauffe-eau instantané

Parameétre Symbole  Unité  Valeur
Aire de I’élément A [m?]

Chaleur massique de ’élément Ch [J/kg-°C|] 420
Chaleur massique de 1'eau Cy [J/kg-°C] 4180
Masse de I'élément my [kg] 0.2
Masse de I’eau dans 1’échangeur Mo [kg] 4
Débit massique de 'eau m; |ke/s| 0.105
Reésistance thermique de 1'élément R [’C/W]  0.0659
Résistance électrique de 1'élément R, 9] 11
Température de la surface de I’élément T [°C]
Température initiale de la surface de 1'élément 71(0) [°C| 20
Température de I'eau dans ’échangeur (sortie) Ty [°C|
Température initiale de I'eau dans I’échangeur (sortie) — 75(0) [°C| 20
Température d’entrée de 1'eau T; [°C| 20
Coefficient global d’échange thermique U -]

Tension aux bornes de I’élément Vv [V] 220

Afin de simplifier le probléme, il pose les hypothéses suivantes :
— Les pertes thermiques de I’échangeur vers 1’extérieur sont négligées ;
— On considére une température moyenne pour la surface de 1’élément (7)) ;
— On considére une température moyenne de ’eau dans I’échangeur (73) ;
— La température de sortie de I’eau est considérée comme égale a T5 ;

— Au début, I’échangeur est rempli d’eau.
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4.2.1 Appliquer le premier principe de la thermodynamique pour

I’élément électrique ainsi que pour 1’eau dans I’échangeur.

Selon le premier principe de la thermodynamique, au cours d’une évolution, ’énergie ne

peut étre ni produite ni détruite. Elle peut toutefois étre convertie d’'une forme a une autre.

Elément chauffant

Le transfert thermique pour I’élément chauffant est donné par :

Qentrant + Qproduction — Qsortant + Qaccumulation
V2 T T

Re R + mlClTl

0+

En isolant T1 :

. 1 1 1
Ty = — T T+ ——=V?
! mlClR 1+ mlClR 2+ mlClRe

Eau dans I’échangeur

Le transfert thermique pour ’eau dans I’échangeur est donné par :

Qéchangeur + Qeau + C2production - Qsortant + Qaccumulation

T —T .
<1 2+wmaﬂ—30+0:mmm@n

En isolant Tz :

. 1 m;CoR + 1 m;
T = T —— 15+ —T;
2 1 ( m9Co Rt ) 9 + -~

(4.2)

(4.3)
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4.2.2 Trouver I’équation d’état.

Posons :

— Les variables d’états sont : x1 =17 et 9 =15 ;

— Le vecteur de controle est : u = [V2, T;]T
On cherche I'équation d’état sous la forme :
Ty T, V2
= [4] + [B] (4.8)
T 1 T;
Avec les équations (4.4) et (4.7), on obtient :
1 1 1
Tl . mlc’lR mlClR Tl 4 mlclRe 0 V2 (4 9)
T L (mGREIN gy o T
mQCQR mQC’QR ma
Afin de simplifier ’écriture, posons :
1 1 1 " m;CoR + 1
ar = — fr— fry —_
! mlClR mlClR mQCQR 4 mQCQR
1 m;
b, — by — 2
! mlClRe 2 mo
On obtient :
T ar as| |T by 0| [V?
U=+ (4.10)
T as Qa4 15 0 b T;

347



CHAPITRE 4. MODELES APPLIQUES EN THERMIQUE

4.2.3 Trouvez-le résolvant.

Le résolvant est donné par :

D(s) = (sI — A (4.11)
Avec la matrice d’état, on obtient :
-1
10 a; as
0 1 as Qg
S — Qg (05}
(I)(S) _ (82 — S((Ll + a4) + (a1a4 — agag)) (32 — S(CLl + a4) + (CL16L4 — agag)) (4 13)
as S — aq ’

(s2 —s(ay + aq4) + (a1aq — agaz)) (s? — s(a; + ag) + (a1aq4 — asaz))

4.2.4 Sila sortie est la température de ’eau. Calculer ses fonctions

de transfert.

On souhaite obtenir les fonctions de transfert de la température de I’eau du systéme. Alors,

posons le vecteur d’observation :

C= {0 1] (4.14)
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On trouve les fonctions de transfert avec :

by 0
G(s) = C2B = [0 1] ®(s) 0 (4.15)
5) = ashy (s —ay)by
G) = | (s ) + (@ar —aaaa) (= s(ar + an) & (mar —agag)y| 10
On obtient :
— T2(S) _ a3b1
Gi(s) = V2(s) (s —s(a; + aq) + (a1a4 — asas)) (4.17)
_ Ir(s) (s —ay)by
GQ(S) o Tl(s) o (52 _ 3<a1 + a4> + (a1a4 — GZGS)) (418)

4.2.5 Trouver l’expression de 1’évolution de la température de

I’eau.

Posons les entrées suivantes :
— V2(t) = 220%u_, |V];
— Ty(t) = 20u_; [°C]

En appliquant la transformée de Laplace, on obtient les entrées suivantes :

V3(s) = L{V3(t)} = = (4.19)

Ti(s) = L{T()} = — = = (4.20)
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Avec les conditions initiales, ’expression de la température de 'eau dans le domaine s

s’obtient avec :

Ty(s) = CP(z;(0) + Bu(s)) (4.21)

TQ(O) 82 - T,-al bQ + V26L3 bl +T1<0) as s — T2(0> a S +ﬂb28
s3 — s%(ay + aq) + s(ayay — aszaz)

T(s) = (4.22)

En appliquant la transformée inverse de Laplace et en remplacant avec les valeurs numé-

riques, on obtient :

Ty(t) = L HTy(s)} = 30 — 1019 cosh 0.0778t + 1.34 sinh 0.0778¢ (4.23)

4.2.6 Tracer I’évolution de la température de I’élément chauffant

et de 'eau a la sortie de I’échangeur

Evolution de la température de I'élément chauffant

350
300 /
/
|

250 |- |
— |
[®) |
C |
o 200
5 |
|
‘0
Q 150
|
[0}
i

100

50 {

0 . . . . . . |
0 50 100 150 200 250 300 350

Temps (s)

(a) Température de sortie de 1’élément chauffant

3. Evolution de la température de I'eau

n w
@® S
T

Température (°C)
n
(2]

N
EN
T T
—

22

20 s L L L L L L I}
0 50 100 150 200 250 300 350
Temps (s)

(b) Température de sortie de I’échangeur

FIGURE 4.4 — Simulation du chauffe-eau tubulaire instantané en boucle ouverte
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4.2.7 L’installation du chauffe-eau tubulaire doit étre sécuritaire.

Le systéme peut-il devenir instable ?

L’équation caractéristique du systéme est donnée par :

s* — s(a1 + ay) + ajay — azas (4.24)

Pour le polynéme de degré 2, le critére de stabilité de Routh-Hurwitz est que les deux
coefficients sont positifs. On a :

Critére 1 : —(aj + ay) est toujours positif, car les paramétres sont tous positifs.

Critére 2 : ajay — asas est toujours positif si ajay > asas. On a :

m;CoR + 1
=" 4.25
dida m1m20102R2 ( )
1
S — 4.26
@243 m1m20102R2 ( )

Alinsi, on observe que a;ay est toujours plus grand que asas et le critére 2 est donc toujours

satisfait.

On conclut que le chauffe-eau tubulaire est toujours stable.
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4.3 Le chauffage d’un batiment

C T
oT, l oT
| ql‘ 0 Unité

chauffante

L

FIGURE 4.5 — Schéma de principe du chauffage d’'un batiment

Un ingénieur mécanique désire étudier les équipements de chauffage électrique et les gra-
dients de température dans le but d’améliorer le confort dans une piéce. Il propose d’ana-
lyser le systéme ci-haut avec I’aide d’un modé¢le simple. Le mouvement de I'air, provoqué
par le ventilateur interne, est représenté par une cellule de circulation (convection forcée)
selon une approche a deux dimensions. Aprés analyse, il propose I’équation suivante pour

représenter le gradient thermique :

VT =T,—T, (4.1)

Avec,

hATmam

To=T — AT =T, — —— "% 4.2

0= Y L+ 1) (4.2)
hAT

Ty =T, +AT =T, + —— "% 4.

2 1+ 1+L(am+1) (4.3)
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Les pertes de chaleur du batiment vers ’extérieur sont représentées par,

@ = ATy — T¢) (4.4)

g = A(Ty — T¢.) (4.5)

Les paramétres du probléme sont les suivants :

Tableau 4.3 — Résumé des valeurs disponibles pour le probléme du chauffage d’un batiment

Parametre Symbole Unité Valeur
Le coefficient global de perte de chaleur (UA) A kW /C] 0.0208
Le paramétre pour le débit du ventilateur a [s/kg] 20
La chaleur massique de air Ch [kJ/kg C] 1
La hauteur de la piéce h [m] 2
La longueur et la largeur de la piéce L [m] 4
Le débit d’air du ventilateur m [ke/s| 0.05
La masse d’air dans la piéce my [kg] phL? = 32
Le chauffage électrique Qe [kW] 1
La température prés du plancher de la piéce T [C]

La température moyenne au centre de la piéce T, [C]

La température prés du plafond de la piéce T [C]

La température extérieure T. [C] 0
Le gradient maximal de température a zéro débit  AT,,.x [C] 12
La masse volumique de Dair p [kg/m?] 1
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4.3.1 Ecrire I’équation du bilan thermique pour I’air de la piéce.

Le bilan thermique est donné par :

myCy Ty = entrée(s) — sortie(s) (4.6)
=qe — 01— Q2 (4.7)
= (e — A(TO - Te) - A(TQ - Te) (48)
=q. — A(To + T2 — 2T2) (4.9)

hAT 4z hAT 4z
:qe_A(Tl_m‘i‘Tl‘f“m—zTe) (410)

On simplifie on isole T} :

. de 2AT1 QATe
T, = — 4.11
! myCy m,Ch - m,Ch ( )

Sous forme matricielle :

: 2A 24 1 T
= |- T 4.12
! |: m101:| ] * |:m101 m101:| q ( )
Posons les variables suivantes afin de simplifier ’écriture :
2A b 2A b 1
a1 = — = =
! mlol ! m1C'1 2 m101
On obtient :
: T,
Ty = [a][Th] + {bl b21 (4.13)
de
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4.3.2 Trouver ’expression de T4 (t) avec le résolvant.

Le résolvant est donné par :

D(s) = (s] — A~

Avec la matrice d’état, on obtient :

S+ a;

(4.14)

(4.15)

(4.16)

En supposant une température initiale nulle, I’équation de la température dans le domaine

s est donné par :

Ti(s) = PBu

En rapportant les entrées dans le domaine de Laplace, on obtient :

T,
s
u =
ge
s
Alors,
by + by
T —
1(s) s(s+ay)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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En appliquant la transformée inverse de Laplace :

b+ by
=

Tl(t) == g_l{Tl(S)} (€a1t — ].)

( - )
2AT, - '
Ti(t) = % o\ miCi) 4

4.3.3 Trouver le gradient thermique.

— Pour les dimensions initiales
— Si la hauteur de la piéce est doublée;

— Si la longueur et la largeur de la piéce sont doublées.

Le gradient thermique est donné par :

VT =T, —Ty= (T + ——2%_
20 (1+L(am+1)

hAT,
T —9 mazx
v (L(am + 1))

Pour les dimensions initiales :

hATmaa; _ o

Si la hauteur de la piéce est doublée :

2hAT ez \ (4 1o

hATmax hATmax
L(am +1)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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Si la longueur et la largeur de la piéce sont doublées :

VT, =2 ( PO T mas )) e (4.26)

2L(am + 1

4.3.4 Tracer ’évolution de la température T (t) pour les trois cas

précédents.

Afin de tracer I’évolution de la température, il faut déterminer la masse d’air dans les trois

cas.

On a:
my = phL? = 32 [kg] (4.27)
Alors, si la hauteur double, la masse d’air devient :
my = p2hL? = 64 |kg] (4.28)
Si la longueur et la largeur double, la masse d’air devient :
ms = ph(2L)? = 128 [kg] (4.29)

On remplace les masses dans (4.21) et on obtient :
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30 - Evolution de la température moyenne au centre de la piéce

25

Dimensions initiales
— — — — Hauteur doublée
Longueur et largeur doublées

N
o

Température (°C)
&

—_
o
T

0 1 2 3 4 5
Temps (h)

FIGURE 4.6 — Evolution de la température moyenne au centre de la piéce

4.3.5 Sans ventilateur, quel est le gradient de température atteint

en été en considérant une température extérieure de 32 [°C]| ?
Le gradient de température est donné par :

 2hAT g,

T
v L

=12 [°C| (4.30)

4.3.6 Pour cette période en été, quel serait le débit du ventilateur

pour atteindre un gradient maximal de 3 [°C]?
Le débit est donné par :

h 1 2 1
S =~ .3 =002k 4.31
m aLATmM =501 3 50 0.025 [kg/s (4.31)
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4.4 Le four de cuisson des blocs de carbone (anode in-

dustrielle)

cheminée — T, C,
m
9

entrée
 —— S
[ ] e @ o e q)

€L .
< @ sortie
i

FIGURE 4.7 — Schéma du four de cuisson du carbone

Un ingénieur mécanique a le mandat d’étudier la conception d’un four de cuisson des
blocs de carbone avec une puissance maximale de chauffage de 250 [kW]. Pour ce faire, il
propose I’approche de la modélisation utilisant I’équation d’état. Le convoyeur dans le four,
transporte le bloc de I’entrée vers la sortie. Pendant son trajet, le bloc est chauffé par la
combustion du gaz naturel (brileur et flamme) ainsi que par le rayonnement thermique de
la paroi du four (brique réfractaire). Les paramétres d’intéréts sont la longueur du four, le
temps de chauffage et la consommation de gaz naturel. En effet, un four trop long nécessite
trop de chauffage tandis qu'un four trop court ne permet pas de briler entiérement les gaz
dans la chambre au-dessus du bloc, la combustion se termine dans la cheminée ce qui est

une perte énergétique.
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Les études antérieures lors d’essais en usine sur un four existant ont montré que la tem-
pérature de la flamme suit la loi suivante selon le débit du gaz naturel 1, et la longueur

du four (et de la flamme) L :

Ty =T — (Tpp — Ta)e™ ™ (4.1)

Avec,

Tiy = —27.3L% + 401L — 358 (4.2)

Le transfert de chaleur de la lamme vers le bloc par convection forcée est donné par :

qn = Aihi(Ty — Th) (4.3)

Le transfert de chaleur de la flamme vers la brique par convection forcée est donné par :

qp2 = Asho(Ty — T) (4.4)

Le transfert de chaleur de la brique vers le bloc par rayonnement est donné par :

g = S15:0(Ty —T7) (4.5)
> 5180(T3 + T7 (T3 — 1Y) (4.6)
~ 5, S50 (T2 + T2 (Ts + Ty)(Ty — T1) (4.7)
= Arhy(To — Th) (4.8)
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Avec,

Al = 5152 (49)

hy = o(Ty + TE)(Ty + T1) (4.10)

Ou o est la constante de Stefan-Boltzmann.

Les parametres du probléme sont résumés dans le tableau suivant :

Tableau 4.4 — Résumé des données disponibles pour le four de cuisson du carbone

Parametre Symbole Unité Valeur
Surface d’échange thermique du bloc Ay [m?] 1
Surface d’échange thermique de la brique Ay [m?] 8L
Chaleur spécifique du bloc de carbone ¢ [kJ/kgC] 0.7
Chaleur spécifique de la brique Co [kJ/keC] 1
Consommation de gaz naturel C, [kg] Mgt
Coeflicient d’échange thermique de la flamme vers le bloc hy [kW /m?2C]| 0.005
Coefficient d’échange thermique de la brique vers le bloc ha [KW /m?2C]| 0.005
Coefficient de chauffage k [s/kg] 1531.7
Longueur du four L [m] l1al4
Masse du bloc my [kg] 100
Masse de la brique réfractaire Mo |kg] 1000L
Débit de gaz My kg /s 0.0175 & 0.005
Température initiale du bloc T1(0) [C] 30
Température initiale de la brique du four T5(0) [C] 30
Temps de chauffage te [s] -
Température initiale de la flamme Th [C] 30
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4.4.1 Utilisant la loi de conservation de I’énergie, trouver ’expres-
sion de la variation de la température moyenne du bloc T,

et celle de la brique réfractaire Ty

Selon le premier principe de la thermodynamique, la conservation de ’énergie stipule que :

Eaccumulation - entrant — Esortant (4 11)

Alors, la variation de la température moyenne du bloc peut étre exprimée par :

m101T1 = Qf1 + q21 = Alhl(Tf — T1> + Alhg(TQ — Tl) (412)
} Ah(T; =T, Aiho(Ty — T;
T, = 1 1( f 1) i 1 2( 2 1) (4.13)
micy micy
. Ai(hi +h Al Ah
ﬂ:—“l ”ﬂ+12ﬂ+11ﬂ (4.14)
micy micy micy

Tandis que la variation de la température moyenne de la brique peut étre exprimée par :

mQCzTQ =dqf2 — (42 (4-15)

En tenant compte des masses du bloc et de la brique (masses thermiques), on suppose que

pour la brique ¢9; est négligeable. Alors :

ho_ AQhQ(Tf — TQ)

T (4.16)

maoCo

: Ash Ash
Ty =227+ 227y (4.17)
maCo maCo
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4.4.2 Ecrire I’équation d’état.

Poser :
- x1:T1 €t$2:T2;
— Le vecteur d’entrée u est T¥.

On cherche ’équation d’état sous la forme :

Avec les équations précédentes, on peut écrire :

Al (h1 + hg) Alhg

I _ micy micy I
T2 0 — A2h2 T2
o Co

Afin de simplifier ’écriture, posons :

L Athy) A
! mic ? mic

. Alhl by — A2h2

bl 2
micy mocCo
On obtient :
T, ap Gz Ty by
= +
T2 0 as T2 b2

Alhl
micy
A2h2

maCo

Aghg

maCo

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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4.4.3 Trouvez-le résolvant ®(s).

Le résolvant est donné par :

D(s) = (sI — A (4.21)
Avec la matrice d’état, on obtient :
-1
10 a; as
0 1 0 as
[ 1 a9
()= [T 7 a1>1(8 ~as) (4.23)
0
B §—as

4.4.4 Trouver I’expression de Ti(t).

On veut la température T en sortie, alors posons le vecteur d’observation suivant :
C, = [1 o} (4.24)

Dans le domaine de la transformée de Laplace, on obtient :

Ty(s) = L (4.25)
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Alors,
Tl (0) CLQTQ(O) ble CLQbQTf
Ti(s) = C19(T;(0) + Bu) = + +
1(s) 1®(T3(0) ) s—a; (s—a1)(s—a3) s(s—a) s(s—ay)(s—a3)
(4.26)
En appliquant la transformée inverse de Laplace :
Ti(t) = L YHTi(s)} (4.27)
T b, T boT ast art
Tl(t) _ TI(O)e‘“t—f— ag 2(0) (ealt . ea3t) + 14f (ealt . 1) + Q2021 ¢ <1 + a1e™" + ase )
a; — as aq a1as as — ap
(4.28)

4.4.5 Deéterminer la longueur optimale du four.

A partir des équations (4.1) et (4.2), on sait que la longueur optimale du four est lorsque
Ty est maximale. Alors, il suffit de déterminer la longueur lorsque le taux de variation de

la température par rapport a celle-ci est nul.

dTys
dL

0= —54.6L + 401 — L = 7.34 [m| (4.29)

Il est possible de vérifier cela graphiquement :
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1200 ¢ Evolution de la température de la flamme
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FIGURE 4.8 — Longueur optimale du four de cuisson

4.4.6 Dans le cas du chauffage a 900 [C] du bloc, trouver les
consommations de gaz ainsi que les temps de cuisson pour
3 fours d’une longueur de 5, 7.5 et 10 [m] de long. Faire
un graphique de la consommation en fonction du temps de

cuisson pour ces trois fours.

En supposant un débit de gaz maximal (1, = 0.005 [kg/s|), on peut résoudre I'équation
(4.28) afin de trouver le temps nécessaire pour que la température du bloc atteigne 900

[°C] dépendamment de la longueur de four.
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Apres résolution on obtient :
— 5 [m] : ¢; = 57906 [s|] = 965.1 [min];
— 7.5 |[m] : to = 31914 [s] = 531.9 |min] ;
— 10 |m] : t3 = 83917 [s| = 1399 |min].

On peut tracer graphiquement ce résultat :

Evolution de la température du bloc

1200
1000 X 531.9 ///’/////“’
g
o 800F Y 900
o
o]
3
o 600+
5
[
‘8 L=5(m)
£ 400 r ————L=75(m)
g L =10 (m)
200  /
f/”
0\’ I I |
0 500 1000 1500

Temps (min)

FIGURE 4.9 — Evolution de la température du bloc en fonction du temps

On peut déterminer la consommation de gaz :

Consommation four 5 [m| = 7, t; = 0.005 - 57906 = 289.5 |kg|
Consommation four 7.5 [m| = r,ts = 0.005 - 31914 = 159.6 [kg|

Consommation four 10 [m]| = 7h,t; = 0.005 - 83917 = 419.6 |kg|

(4.30)
(4.31)

(4.32)
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On peut tracer graphiquement ce résultat :

Evolution de la consommation de gaz

450 1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L= 10 )
400 + X 1399
Y 419.6
350
L i ——— LR
*g X 965.1
£ 250 Y 289.5
o
2
S 200
N S L=75m)
© 150 X 531.9
Y 159.6
100
50
0 s s |
0 500 1000 1500
Temps (min)

FIGURE 4.10 — Consommation de gaz et temps de cuisson pour différentes longueurs de four

4.4.7 A la suite des études précédentes, proposer une longueur de

four idéale ainsi qu’un débit de gaz.

— Pour I’économie de gaz;
— Pour la productivité accrue;

— Pour un compromis économie/productivité.

La longueur idéale pour le four a été déterminée avec I’équation (4.29), L = 7.34 [m] et ce

pour chacun des scénarios.

Afin de déterminer le débit pour permettre une économie de gaz, pour avoir une produc-
tivité accrue et pour faire un compromis entre les deux, on peut tracer la consommation
de gaz en fonction du temps nécessaire pour que le bloc atteigne 900 [°C| pour différente

valeur de débit et par la suite faire un choix adéquat. On obtient le graphique suivant :
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Evolution de la consommation de gaz
en fonction du temps de cuisson
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FIGURE 4.11 — Evolution de la consommation de gaz en fonction du temps de cuisson

Il est évident que pour avoir une économie de gaz il est nécessaire d’utiliser le débit minimal.
Pour avoir la meilleure productivité, il est nécessaire d’utiliser le débit maximal. Pour le
compromis, on choisit une consommation de 90 [kg| de gaz, ce qui correspond & un débit

de 0.0027 |kg/s|.

Le tableau suivant présente un résumé des résultats obtenus :

Tableau 4.5 — Résumé des trois scénarios pour le four de cuisson du carbone

Scénario L [m] my, [kg/s|] C |kg] Temps de cuisson [min]

Economie  7.34  0.00175  70.7 673
Productivité  7.34 0.005 159.3 531
Compromis  7.34 0.0027 90 557
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On peut tracer I’évolution de la température du bloc pour ces trois scénarios :

1000 ¢ Evolution de la température du bloc

900
800 r

700

Economie de gaz mg = 0.002
— — — — Productivité accrue mg = 0.005
Compromis mg = 0.0027

600 #

500 -

400

300

Température du bloc (°C)

200

0 1 1 1 1 1 1 |
0 100 200 300 400 500 600 700

Temps (min)

FIGURE 4.12 — Evolution de la température du bloc

La figure suivante résume ’étude faite pour la conception du four :

Consommation de gaz versus temps de cuisson
400

351
350

300

N
v
o

S

Four de 10 m de long

171

Consommation gaz (kg)
g 8

Productivité accrue, 2 S
our de 5 m de lon,
m = 0.005 ¢
100 i
76.6 Meilleur four de 7.5 m
5
50 ” gln%.a 447

Compromis, m=0.0025 4 0.003 —Economie de gaz, m=0.0015
0
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Temps de cuisson a 900 (°C) (min)

FIGURE 4.13 — Résumé de I’étude pour la conception d’un four de cuisson & 900 [°C]
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Etude économique d’un nouveau four

4.4.8 Trouver la longueur optimale L,, d’un nouveau four

En utilisant les données suivantes :

Tableau 4.6 — Résumé des paramétres disponibles pour I’étude économique du four de cuisson

Symbole Unité Valeur
a [unité/m?| -161.7
a [$/m?| 4000
b [unité/m| 2399
I6] exposant 2
bo k] 2.82 - 10
c [unité] -7296

Cyvo  |main d’ceuvre/an|  2-10°
5 kg /] 9.46 - 103
P, [$/unité] 500
P, [$/kg] 0.25

On définit le profit comme étant :

Profit = Revenus — Cofits (4.33)

P=R-C (4.34)

Les revenus annuels sont donnés par le profit par unité (P,) multiplié par le nombre de

blocs produit (V) par an :

R=NP, (4.35)
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Les cotits sont principalement le cotit de construction, d’opération et de la main-d’oeuvre.

C = C1c0nstruction + Oopération + C’main—d’oeuvre (436)

C=C.+C,+ Cuo (4.37)

On définit le colit de construction comme étant un cotit annuel amorti sur 20 ans.

C., = oL’ [$/an] (4.38)

On définit le cotit annuel d’opération dii a la consommation de gaz naturel par :

Co = (0L +b,)P, |$/an] (4.39)

On définit le cotit de la main-d’oeuvre comme ’emploi de deux personnes par an :

Cro=2-1-10°=2-10°|$/an] (4.40)

Avec I'étude énergétique précédente, on trouve la productivité annuelle d’un four comme

étant une parabole inversée, telle que :

N =al®>+bL +c (4.41)

On peut trouver 1’équation du profit pour ce type de four avec I’étude énergétique et les

parameétres économiques.
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P=NP,—aL®— (6L +b)P, —2-10° 4.42
g

P = (al? +bL+¢)Py— aL?® — (§L + by) P, — 2 - 10° (4.43)

On trouve 'optimum de la longueur du four avec :

dP
i 0=2aPL +bP, — 2aL — 0P, (4.44)

Finalement, on trouve avec le fichier Excel disponible avec ce livre, que le four optimal est

d’environ :

Lopt = 7 [m] (4.45)

On obtient & la suite de I’étude économique que le four optimal est plus court de 0.34 [m]

comparativement a ’étude énergétique seule (7.34 |m]).

4.4.9 Question ouverte - Quels seront les profits et le nombre de

blocs produit.
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4.5 La soufflerie

i P O
‘ QH4 o4
1,5 m 1,5 m
o " l
1m L e 0 T | 1m
4 VC3‘ Q | B Q, \/'Cl 1
1m = ‘ | MWW 1 m
1 \ 1
1m o - T® 1 1
| T, f , VC, m
‘ \ ~a—
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| Q, |
Lo -
oTo
1,5 m Tm 1,5 m

FIGURE 4.14 — Schéma simplifié de la soufflerie réfrigérée

Un ingénieur aéronautique a le mandat d’étudier le comportement dynamique d’une souf-
flerie réfrigérée en boucle fermée. En effet, la soufflerie est réfrigérée pour deux raisons,
soit de maintenir la température de l'air de la soufflerie constante afin de contrer les effets
d’échauffement de 'air par la friction sur les parois et la soufflante ou encore de stabili-
ser la température & une valeur sous zéro pour étudier les effets du froid sur les profils

aérodynamiques.

Pour ce faire, il développe un modéle du bilan d’énergie de I'air dans la soufflerie avec
I’équation d’état. En premiére analyse, il propose la figure ci-haute qui représente les
volumes de controle (V' C') choisis pour effectuer les bilans d’énergie avec I’équation de la

conservation d’énergie suivante :
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dEve . 1, . 1,
P Qve — Wye + E:mZ (hz + 5%’) Zme <he + Ve (4.1)

Afin de simplifier le développement et I’analyse, Iair est considéré comme un gaz parfait
et sa vitesse v est considérée constante le long de la soufflerie en boucle fermée. De plus, le
travail est considéré comme nul. L’équation du bilan d’énergie pour un volume de controle
devient :

1 - d(Li+T)

=Mye

2 dt = QVG + mCziTz - mCeTe (42)

Avec les transferts de chaleur suivants :

— (o : Transfert de chaleur vers I'air de VU5 et V Uy par chauffage des parois;

— @y : Transfert de chaleur vers 'air de V' (5 par chauffage (friction de la soufflante) ;

— @pn2 : Transfert de chaleur vers l'air de V5 par friction sur les parois internes
(chauffage) ;

— Qp4 : Transfert de chaleur vers l'air de V(Cy par friction sur les parois internes
(chauffage) ;

— Qg : Transfert de chaleur par I’échangeur vers l'air de V' (refroidissement) ;

— Qv : Transfert de chaleur autour du volume de controle.
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Les parameétres du probléme sont résumés dans le tableau suivant :

Tableau 4.7 — Résumé des données disponibles pour la soufflerie réfrigérée

Parameétre Symbole Unité Valeur
Débit massique de I'air dans la soufflerie m [ke/s] 90
Débit massique sortant dans le volume de controle Me [kg/s]

Débit massique entrant dans le volume de controle m; [kg/s]

Masse volumique de Dair p [kg/m3| 1
Surface du conduit A [m? 2.25
Surface d’échange de la paroi avec I’air pour le VC, Ao [m?] 42
Surface d’échange de la paroi avec l'air pour le VCy Apa [m? 42
Chaleur massique de l'air & volume constant C [kJ/kg °C] 1
Energie interne dans le volume de controle Eye [kJ]

Enthalpie du débit sortant he [kJ/kg]
Enthalpie du débit entrant hi [kJ/kg|

Effet du chauffage de 1air par friction pour estimer T} ky [s °C/m] 0.05
Effet du chauffage de l'air par friction pour estimer T ko [s °C/m] 0.05
Masse d’air des volumes 1 et 2 my + ma [kg] 15.75
Masse d’air des volumes 3 et 4 mg + my [kg] 15.75
Masse d’air dans les volumes de contrdle m; [kg|

Masse d’air du volume de contrdle 1 my [ke] 2.25
Masse d’air du volume de controle 2 ma [kg| 13.5
Masse d’air du volume de controle 3 ms [kg] 2.25
Masse d’air du volume de controle 4 My [kg| 13.5
Transfert de chaleur vers I'air de V(5 et V Cy par chauffage des parois Qo (kW]

Transfert de chaleur vers I'air de V(5 par chauffage Qy [kW] 10
Transfert de chaleur vers l'air de VCy par friction interne (chauffage) Q2 (kW] 26
Transfert de chaleur vers lair de V' C} par friction interne (chauffage) Qha (kW] 26
Transfert de chaleur par I'échangeur vers 'air de V'C; (refroidissement) Qr (kW] 250
Transfert de chaleur autour du volume de controle Que (kW]
Température extérieure de la soufHlerie pour échange de chaleur Th [°C] 20
Température initiale au point Tp T5(0) [°C] 20
Température initiale au point T T,4(0) [°C] 20
Température moyenne de I'air au point 1, 2, 3 et 4 T; [°C]

Coefficient de transfert de chaleur global extérieur vers 1'air U [kW/m2°C|  0.04
Vitesse du débit sortant Ve [m/s] 40
Vitesse du débit entrant v; [m/s] 40
Travail fait sur le volume de controle Wae [kW] 0
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4.5.1 Trouver les équations du bilan pour les quatre volumes de

controle.

Volume de controle 1

A partir de I’équation (4.2), on trouve :

%mﬂﬁ+ﬂ>_%%+mQﬂ—m@ﬂ (4.3)
Avec,
ﬁgﬂgﬂ (4.4)
C,=C,=C (4.5)
On obtient :
mCTy = —Qp + mCTy — mCTy (4.6)

Volume de controle 2

A partir de I'équation (4.2), on trouve :

1 . . . .
§m2 (TQ + T3> - Qh2 + Qo + mCQTQ — mC’3T3 (47)
Avec,
To+Ty .
21 oy (4.8)
2
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On obtient :

msCTy = Qpa + Qo + mCTy — 1mCTy

Volume de controle 3

A partir de I’équation (4.2), on trouve :
1 . . . .
§m3 <T3 + T4) = Qf + mC;ng — mC4T4

Avec,

On obtient :

m30T4 = Qf + mCT;», - mC’T4

Volume de controle 4

A partir de I’équation (4.2), on trouve :

1 . ) . .
5Ma <T4 + T1) = Qna + Qo +mCyTy —mCiTy

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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Avec,
T+ T :
10 p (4.16)
2
Ci=C,=C (4.17)
On obtient :
myCTy = Qs + Qo + mCTy — mCTy (4.18)

4.5.2 Trouver I’équation d’état.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

SRR Qus
T, T,
—Qr
T T
= [A] +[B] | Qna (4.19)
Ty Ty
Qf
T, T,
- - | Qo |
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On remplace les expressions du bilan énergétique des volumes de controle dans 1’équation

d’état et on obtient :

_ - B m m T — - - 1 1 - — -
T i 0 0 — T
1 T Ma 1 aC 0 0 0 il Qha
m m 1 _
Ty — — 0 0 | |1y — 0 0 0 r
_ ma mi m,C
B m m + 1 1 Qn2
T 0 _— —— 0 T: 0 0 0
3 Mo Mo 3 mQC mQC Qf
; 1
m m
0 0 - __Z 0 0 0 0
_T4_ L ms ms | _T4_ L mgC_ L QO
(4.20)

4.5.3 Trouver I’équation d’état simplifiée.

Afin de simplifier le modéle, grouper les volumes de controle VC; avec VCy et V5 avec
VCy et poser :

— Ty =Ty + kv (effet du chauffage par friction de lair)

— T3 =Ty + kov (effet du chauffage par friction de lair)

— Qo = UAw(To — T7)

— Mg = My + My

— Mgg = Mg + My
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On cherche ’équation d’état sous la forme :

— 41| | +1B (121)

Commengons par grouper VC; avec VCy. En additionnant (4.6) et (4.10), on obtient :

(ml(JTg) + <m2(JT2) = —Qpr +MmCT) + Qo + Qo — mCT; (4.22)

Avec,
Ty =Ty + kv — Ty =T (4.23)

Alors,
(my 4 my)CTy = —Qpr + mC(Ty — Ts) + Qnz + Qo (4.24)

Avec les simplifications, on obtient :

mlgch = —QR + mC’(T4 — TQ + (]{31 - KQ)’U) + Qh2 + UAOQ(T() - TQ) (4‘25)
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On obtient ’équation d’état :

DT T (e — K UApTy UAgT.
Qg e _m 2+m(1 2)U+ Qna 4 220270 02° 2 (4.26)

Ty =
myoC mi2 mi2 mia my2C m2C my2C

Continuons en groupant V(5 avec VCy. En additionnant (4.14) et (4.18), on obtient :

(mgcn) + <m4C’T1> = Qf +MCTs + Qui + Qo — mCTy (4.27)

Avec,
Ty=T,+kv—T =T, (4.28)

Alors,
(ms + my)CTy = Q + 1mC(Ts — Ty) + Qns + Qo (4.29)

Avec les simplifications, on obtient :

Mg CTy = Qp + mC(Ty — Ty + (ko — K1)v) + Qpa + UAgu(Ty — Ty) (4.30)

On obtient ’équation d’état :

. nl: nt, n(ke — K U AT, UAp,T.
T, = Qf +m 2 m 4+m(2 1)U+ Qna i 040 0444 (4'31)
mgsC ma3q ma3q mM3q mgsC mzsC mzsC
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Afin de simplifier ’écriture, posons :

m UAg m m m UAos
g =—— — g = —— 3= —— (4= —— —
myz  mipC mi2 m3q may  m3C
1 m(k;l - ]{52) UA02 1 TTL(/{ZQ - ]{51) UA04
61: bgz— b3: b4: b5:— b6:
my2C mi2 myoC m3,C LUEY! ms3,C
En remplagant dans I’équation d’état (4.21), on obtient :
Qna
: —Qr
T, _ ap Gz Ty n 0 by by 0 by b3 Qn2 (4‘32)
T4 a3 ay T4 b4 0 0 b4 b5 b6 Qf
v
1o
4.5.4 Trouver I’expression de Ty(t) et T4(t).
Commencons par trouver le résolvant, celui-ci est donné par :
D(s) = (s] — A~ (4.33)
Avec la matrice d’état, on obtient :
-1
10 a; as
P(s) =1 s - (4.34)
01 as Qaq
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Afin de simplifier ’écriture, posons :

QZS = 8(-@1 + ag + az — CL4> + (a1a4 — agag)

On obtient :
S — Qy S — as
B(s) = ¢ ¢
S —as S — ay
¢ ¢
Afin de simplifier ’écriture, posons :
s—a s—a s—a
D, = ¢4 Dy = — ¢2 Dy = — ¢3
On obtient :
b, P
B(s) = 1 Do
O3 Dy

En appliquant la transformée de Laplace, on obtient les entrées suivantes :

Qui(s) = 21Quin) = %
~Qals) = 2{-Qnlt)} = -2
Quols) = Z{Qult)} = L2

Qsls) = 21,0} = ¥

Dy

S — ay

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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u(s) = L{v(t)} = g (4.41)

To(s) = LATo(t)} = % (4.42)

Avec des conditions initiales non nulles, les expressions dans le domaine s des températures

s’obtiennent avec :

T5(s) = C1P(x;(0) + Bu(s)) (4.43)

Ty(s) = Co®(z;(0) + Bu(s)) (4.44)

On obtient :

b b b Tob
Tr(s) = &4 (T2(0)+ 221_@3 1_|_Qh2 1 o 3)

S S S S

b b b Tob
L, (T4(O)+ 5S'U+QJ; 4+Qh: 1 086) (4.45)

b b by Tob
Ty(s) = &3 [ T5(0) + 2V _ Qrbi + Qn2 by 4 200
S S s s

b b by Tob
Lo, (T4(O)+ 5U+Qf 4+Qh4 i D 6) (4.46)
s s s s
En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
Tr(t) = L H{Ty(s)} (4.47)
Tu(t) = L HTu(s)} (4.48)
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On obtient :

Ty(t) = P2 Qr by — P1 Qr by + Py Qua by + o Qpa by + Dy Ty by + Do Ty bg

Ty(t) = P4 Qpby — Ps Qr by + P3 Qua by + Py Qpa by + 3T by + Py Th bg

Avec les valeurs numériques, on obtient :

To(t) = 46093 — 36.7 [°C] (4.51)

Tu(t) = 46093 — 352 [°C] (4.52)

4.5.5 Quelles sont les températures moyennes Ty et T4 aprés 250

secondes ?

Il suffit de résoudre les équations (4.51) et (4.52) pour t = 250. Avec le fichier Excel

disponible, on obtient :

T5(250) = —36.7 [°C] (4.53)

T4(250) = —35.2 [°C] (4.54)
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4.5.6 Tracer les températures moyennes Ty et Ty.

00 - Evolution de la température de la soufflerie réfrigérée

T2
T,

10

Température (°C)
> o

o
S)

-30

40 I I I I I |
0 50 100 150 200 250 300

Temps (s)

FIGURE 4.15 — Evolution de la température de la soufHlerie réfrigérée en boucle fermée

4.5.7 Pour atteindre une température T, de -55 ['C] et une vitesse
de 60 [m/s]|. Quelle serait la puissance de refroidissement Qg
a installer sachant que les chaleurs transmises a l’air par

friction Qu2, Qu4 et Qf augmente au carré de la vitesse.

Du cas a v; = 40 [m/s] vers le cas vy = 60 [m/s|, on a le facteur d’augmentation :

2 2
vy 60
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Alors,

Qua, = 2.25Q w2 = 58.5 [kW] (4.56)
Qs = 2.25Q 4 = 58.5 [kW] (4.57)
Qj, = 2.25Q; = 45 [kW] (4.58)

On trouve avec le fichier Excel :

Qr = 390 [kW] (4.59)

Ainsi, il faudrait installer un nouvel échangeur de chaleur plus performant ainsi qu'une

soufflante plus performante.

On peut tracer ce résultat :

00 - Evolution de la température de la soufflerie réfrigérée

T,

R ——

Température (°C)

-60

0 50 100 150 200 250 300
Temps (s)

FIGURE 4.16 — Evolution de la température de la soufflerie réfrigérée en boucle fermée
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Chapitre 5

Modéles appliqués en fluidique

5.1 La filtration par membrane

Un ingénieur chimique propose le montage ci-bas comme systéme de pré filtration de 'eau
par gravité. Au départ, I'eau turbide est envoyée de la station A au premier réservoir.
Par la suite, ’eau filtrée s’écoule par la paroi poreuse du filtre sur le coté vers le second

réservoir. Finalement, I’eau s’écoule du second réservoir vers la station B.
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Station A

.

FIGURE 5.1 — Schéma de principe de la filtration

. Station B

—
m

5

Sachant que I’équation de la conservation de 1’eau pour un réservoir i est donnée par :

‘/; = mentrée - msortie (51)

Szhz = mentrée - msortie (52)

Le débit d’eau du réservoir 1 vers le réservoir 2 suit cette loi simplifiée et linéaire :

M
R R

mio

(5.3)

Le tableau suivant est un résumé des valeurs disponibles pour ce probléme.
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Tableau 5.1 — Parameétres disponibles pour le probléme de la filtration par membrane

Parameétre Symbole Unité Valeur
Hauteur du réservoir 1 hy [m] 1
Hauteur du réservoir 2 ha [m] 1
Résistance a 1'écoulement du fluide 1 Ry [s/m?] 15
Résistance a 1’écoulement du fluide 2 Ry [s/m?] 30
Surface du réservoir 1 Sy [m?| 1
Sufface du réservoir 2 Sy [m?] 1
Volume du réservoir 1 Vi [m?] 1
Volume du réservoir 2 Vs [m?| 1

5.1.1 Trouver I’équation d’état.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

= (4] + [B]m; (5.4)

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].

Equation du réservoir 1 (h,)

Avec les équations (5.2) et (5.3), on trouve :

; mz m12

hy =t 212 .
=3 g (5.5)

hy = — — .
Y78, SR, (5.6)
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Equation réservoir 2 (hs)

Avec les équations (5.2) et (5.3), on trouve :

mia

. T
iy = —22 _
275, Ry

P
27 SR, SoR,

On remplace dans ’équation d’état et on obtient :

1
hl B o Sl Rl 0 hl
hy L1 |y
SgRl SQRQ
Afin de simplifier ’écriture, posons :
1 1
= — Ay = ——— a
“TTS R T SR
1
b il
1 S,
On obtient :
hl aq 0 hl bl
+
o as as| |hs 0
5.1.2

Trouvez-le résolvant.

Le résolvant est donné par :

D(s) = (sI — A~

(5.9)

(5.10)

(5.11)
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Avec la matrice d’état, on obtient :

5.1.3 Calculer les fonctions de transfert avec le résolvant.

S — aq
a2

-1

Gz as

0
1

(s—ay)(s—a3z) s—ag

Les fonctions de transfert sont données par :

Alors, posons les vecteurs d’observations suivant :

[y
- |

On obtient :

h b
Gi(s) = Hl =C1®B = - 1@
i —a
ho asby
G == =0,®B =
2(5) m; 2 (s —ay)(s —ag)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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5.1.4 Trouver les expressions de la hauteur des fluides des deux
réservoirs.

Posons 'entrée suivante :

et = rigu (t) = %ul(t)

En rapportant ’entrée dans le domaine de Laplace, on obtient :

m; 1

ni(s) = L{m;(t)} = — = — 5.19
finls) = 2 ()} = " = (519
Avec des conditions initiales, les expressions dans le domaine s s’obtiennent avec :
On trouve :
]’Ll(()) blTI'LZ
h = 5.21
1(s) s —ay T s(s —aq) (5:21)
hQ(O) aghl (O) alemi
ha(s) = + + 5.22
2(s) s—as (s—a1)(s—a3) s(s—a1)(s—as) (522)
En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
ait blml ait
hi(t) = e“hi(0) + o (e —1) (5.23)
1
a2h1 (0) . 1 et a3t
ho (1) = ho(0 ast 2tV o jaat _ jast b ; _
2( ) 2( )e * ay — as (6 ‘ ) ahm aias - ay(a; — asz) CL3(CL1 — az)
(5.24)

Il est possible de tracer ces résultats avec hy(0) = ho(0) =0 :
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Evolution du niveau du réservoir 1 . Evolution du niveau du réservoir 2

05
045 09+
04t/ 08Ff
/’ /
. . //
0351 / £0.7
E | E
S o3r | So6r
@ [ 2
o0 o0
8 025) / 8 05
p=} >
S [ S
3 02 3041
(3 | ()
2 | <
Z 015 Zo03f
|
0.1H 0.2
0.05 If 0.1
0 ‘ ‘ ‘ ‘ | o ‘ ‘ ‘ |
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Temps (s)

Temps (s)

(a) Reéservoir 1 (b) Réservoir 2

FIGURE 5.2 — Evolution du niveau d’eau dans les réservoirs

5.1.5 Trouver le temps pour remplir le réservoir 2 au maximum.

Il suffit de résoudre I’équation (5.24) pour atteindre 99.9% de la valeur maximale (1 |m]).
Apreés résolution, on obtient un temps de 228 [s].

Evolution du niveau du réservoir 2

X228
Y 0.999

Niveau du réservoir (m)
© o o o o o o o
N w £ (6} » ~ o] ©
; : : : : ; : :

o
=
T

Il Il Il I}
50 100 150 200 250
Temps (s)

o
o

FIGURE 5.3 — Evolution du niveau de I'eau dans le réservoir 2
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5.1.6 Trouver le temps total du traitement de 10 [m?®] d’eau (5%

du volume d’eau restant dans le réservoir 2).

Il faut trouver le temps nécessaire pour que 95% du réservoir se soit vidé. En prenant

comme entrée :

. mz mie_ds
m;(s) = T,

Avec le délai d le temps de remplissage du réservoir 2 (228 [s]). On trouve alors :

ha(s) = — S(1-e)

s(s —ay

agblmi d
ho(s) = 1—e %
() s(s —ay)(s — ag) ( )
En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :

by,

hl(t) =

(uoi(t —d) + ™ —u_y(t — d)e® =9 _ 1)
3]

arbyi(ap — ag — a1e® + aze™ +u_y(t — d)(as — a1 + a;e®D))

a1a3(a1 - CL3)

ho(t) =

agu_y(t — d)em =

a1a3(a1 - CL3)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

Il suffit de résoudre I'équation (5.30) pour hy(t) = 0.05-h2(228). On obtient alors un temps

total de 338 [s].
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On peut tracer ces résultats :

Evolution du niveau du réservoir 1 Evolution du niveau du réservoir 2

05 | 1r \
\
0.45 - L 0.9 ﬁ \
/ \ / \
04 \‘ 08 \
o035f \‘ €07 , l
g [ | g / \
= ‘ = | \
§ 03 | ‘\‘ 506 // “
© 025 \‘ © 05 [ \
S oaf x Soat | \
g | \ e / \
Z o151 \ Z o3 |
0.1 “ \\ 02F | “‘a\
| \ X 338.3
0.05 017/ \\ Y 0.05
0 ‘ ‘ ‘ ‘ I ‘ ‘ Py — ‘ ‘ ‘ ‘ R
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Temps (s) Temps (s)
(a) Réservoir 1 (b) Réservoir 2
FIGURE 5.4 — Evolution du niveau d’eau dans les réservoirs
5.1.7 Quel est le débit maximal d’eau que 'ont peut traiter en

continu avec ces deux réservoirs ?

Afin de déterminer le débit maximal, il suffit de résoudre I’équation (5.24) pour hy(c0) =

hy. On trouve m; = 1/30 [m? /s

5.1.8

Trouver les poles du systéme et discuter de la stabilité.

Afin de trouver les poles, il suffit de résoudre ’équation caractéristique, tel que :

|sT — Al =0 (5.31)

(5.32)
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On obtient,

(s—a1)(s—a3z)=0 (5.33)
On trouve les poles :
_ 1 _ 1
b= 5. R, P2 = S

Les poles sont toujours négatifs, car 5; et R; sont toujours positifs. Le systéme est toujours
stable. Cependant, 'opération d'un tel systéme de réservoirs nécessite d’ajouter un systéme

de protection contre les débordements.
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5.2 La régulation du niveau de liquide d’un réservoir

par pompage

Un ingénieur mécanique a le mandat d’étudier et analyser le comportement d’un systéeme
de régulation du niveau de liquide dans un réacteur chimique. Pour ce faire, il propose

I’approche de la modélisation utilisant 1’équation d’état.

Le systéme fluidique fait appel aux lois de la mécanique des fluides. La figure suivante
montre les réservoirs et la pompe centrifuge de transfert du fluide. L’objectif de ’analyse
est de déterminer les effets des variations des entrées et sorties sur le niveau du liquide du
réservoir 2 (réacteur) qui doit étre le plus constant possible. L’alimentation du réservoir 2

est réalisée par le mélangeur (réservoir 1).

A A

1 2
g
Vl V2
hl h2
1 be, 1L
R, b R,

FIGURE 5.5 — Schéma de la régulation du niveau de ’eau d’un réservoir
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Quelques hypotheéses simplificatrices sont posées :

— La pompe produit un débit du réservoir 1 vers le 2 (sens unique) ;

— Aucune perte de charge dans la tuyauterie d’entrée et de sortie de la pompe;

— Le fluide est isotherme (p constant);

— La réaction chimique n’est pas considérée.

Le modele du débit de la pompe centrifuge est donné par [25] :

qp = aqo — K(ha(t) — hy(2))

(5.1)

Afin de rendre les simulations plus réalistes, I'ingénieur choisit les paramétres suivants :

Tableau 5.2 — Résumé des paramétres disponibles pour le probléme de la régulation du niveau

de liquide

Parameétre Symbole Unité Valeur
Fraction de pompage de la pompe Q -] 0al
Masse volumique p [kg/m3| 1000
Surface du réservoir 1 Ay [m?] 6
Surface du réservoir 2 Ay [m?] 6
Hauteur du réservoir 1 ha [m] 10
Hauteur du réservoir 2 ha [m| 10
Constante pour la pompe centrifuge K [kg/(m.s)] 180
Débit massique de pompage q0 [ke /s 1000
Débit de sortie du liquide e [kg/s|

Débit d’entrée du liquide qi kg /s|

Volume du réservoir 1 Vi [m?| 60
Volume du réservoir 2 Va [m?] 60
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Partie A : Modéle équation d’état du pompage (boucle ouverte,

inQeZO)-

5.2.1 Trouver I’équation d’état du systéme.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].

Avec I'équation de conservation du fluide pour chacun des réservoirs :

Avec le débit de la pompe (5.1), on obtient :

pAlhl = —Gp
pA2h2 =dqp
h _ —Qaqo K(hg — h1>
' pA1 pA1
oy — ag  K(hy — hy)
9 = _

pAs

pAs

On remplace dans ’équation d’état et on obtient :

ha
ha

K
pA
K

pAs

K
pA;
K
pAs

hy
heo

qo

pAy
qo0

pAs

«

(5.3)

(5.4)
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Afin de simplifier ’écriture, posons :

K K
a=— a —_
' pAy ? pAs
qo0 q0
by = ——— by=—
! pA; 2 pAs
On obtient :
hl —ay ai hl bl
= + o (5.8)
ho ay  —ag| |he by

5.2.2 Trouvez-le résolvant.

Le résolvant est donné par :

O(s) = (sI — A (5.9)
Avec la matrice d’état, on obtient :
~1
1 0 —a1
O(s)=|s — (5.10)
0 1 a9 —a9
S+ as a
(I)(S) _ S(S+a1 "‘@2) S<S+CZ1+G2> (511)
as S+ a;

s(s+ay +az) s(s+ay+as)
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5.2.3 Trouver les fonctions de transfert G;(s) et Ga(s).

Les fonctions de transfert sont données par :

Gi(s) = = C19(s)B (5.12)

Gals) = — C,®(s)B (5.13)

C - [1 o] (5.14)
Cy = {o 1} (5.15)
On obtient :
bl(S —+ Gz) Glbg
G = 5.16
() s(s+ar+az)  s(s+a;+a) (5.16)
Go(s) = wh  bsta) (5.17)

s(s+ay+az)  s(s+ay+ az)

5.2.4 Trouver les podles du systéme. Est-ce que celui-ci est stable ?

Les poles sont donnés par :

P1 = 0 D2 = —(CL1 + (12) =—-0.6 (518)

Les poles sont situés a gauche de I'axe imaginaire, alors on peut dire que le systéme est

stable et non asymptotique.
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Pole-Zero Map 1
1 T T T T T T B
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08 = - e ie
0.6 Foe g 06
B 041918 . o
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§ 02+ iy
> oL e
0.2 s
£ i
D g 018 o -
©
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01 o - S E ,0'6
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0.06 0.042 0.03 0.02 0.013 0.006

-1
-0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 To

Real Axis (seconds'1)

FIGURE 5.6 — Lieu des poles et des zéros
5.2.5 Trouver ’expression de h;(t) et ha(t).

Posons 'entrée suivante :
— a(t) = au_q(t)

En rapportant 'entrée dans le domaine de Laplace, on obtient :
Q@
a(s) = ZL{a(t)} = — (5.19)
s

Avec des conditions initiales non nulles, les expressions dans le domaine s des niveaux de

liquide s’obtiennent avec :

hi(s) = C1®(x;(0) + Ba(s)) (5.20)

b (e ) (s (0-2)
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ha(s) = Co®(x;(0) + Ba(s)) (5.22)

b (e ) (o0 2)

En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :

. &22 hl(O) + CL12 h2<0) + aq Oébl — aq Oébg + ap as hl(O) + a1 ao hQ(O)

hi(t) =
1< ) (CLl —+ Cl2)2
+Oét (a1 bz + as bl) _a1 e—t(aﬁ-ag) (Oé bl — Oébg — a1 hl(O) — a2 hl(O) + ay hQ(O) + as hg(O))
a, + as (a1 4 a)?
(5.24)
hg(t) _ &22 hl(O) + Cl12 h2<0) — Q2 ¥ b1 + as bz + aq as hl(O) “+ aj as hQ(O)
((11 + a2)2
+at (ay by + as by) +a2 e~tl@raz) (o) — by — ay hy(0) — ag hy(0) + ay hao(0) + ay ho(0))
a; + az (a1 + az)*
(5.25)
Avec les valeurs numériques, on obtient :
hi(t) = 0.5[h1(0) + hy(0)] — 2.78a + e % [2.78a + 0.5(h1(0) — hy(0))] (5.26)
ho(t) = 0.5[h1(0) + he(0)] + 2.78a — e "% [2.78 + 0.5(h1(0) — ha(0))] (5.27)

5.2.6 Faire une simulation en boucle ouverte et tracer les gra-

phiques de h;(t) et hy(t).

Poser :

— h1(0) =10 [m];
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— h2(0) =0 [m];
— a = 0.36u_q(t).
On obtient :
10 Evolution du niveau de liquide des réservoirs
Réservoir 1
9r ——— — Réservoir 2

Niveau de liquide (m)
(6]

0 20 40 60 80 100
Temps (s)

FIGURE 5.7 — Evolution en boucle ouverte du niveau de liquide

Partie B : Modéle équation d’état du pompage avec ¢; et ¢. (boucle

ouverte).

5.2.7 Trouver I’équation d’état du systéme avec ¢; et ¢..

On cherche I'équation d’état sous la forme :

(0%
hy hy
= [A] +[B] | ¢ (5.28)
ho ho
e
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Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Prenons I’équation de conservation du fluide dans chacun des réservoirs :

PAJM = —Qp 1+ qi

pAshy = gy — qe

Avec le débit de la pompe (5.1), on obtient :

- K(hy—h ;
j = 2090 Ko=) | g

pA1 pAl pAl
i :OéQO_K(hz—hl)_ 42
27 pA, pA; pAs

On remplace dans ’équation d’état et on obtient :

K K qo 1 %
h AL A, h AL A, 0
1 pAr  pAy 1 i pAr  pAs
- qi
ha KB g G L
pAy  pAs pAs pA2l | q.

Afin de simplifier ’écriture, posons :

1 1
by = — by=———
’ pA1 ! pA2
On obtient :
o
ha —a;  ay hy by b3 0
= + gi
h2 a —a9 hg bg 0 b4
Ge

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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5.2.8 Trouver ’expression de h;(t) et ha(t).

Posons les entrées suivantes :
— at) = au_q(t)
— qi(t) = qiu_1(1)

o Qe(t) = QEu—l(t)

En rapportant les entrées dans le domaine de Laplace, on obtient :

a(s) = Z{a(t)} =
¢(s) = L{a()} =

qe(s) = L{qe(t)}

cnl’mQ VESIN e

(5.35)
(5.36)

(5.37)

Avec des conditions initiales non nulles, les expressions dans le domaine s des niveaux de

liquide s’obtiennent avec :

hi(s) = C1®(x;(0) + Bu(s))

(as + 5) <h1(0) n bgsq"

S

S S

b bige b
+E) a <h2(0)+ 14 +&)
_|_

a1 S+ as s+ s2

ha(s) = Co®(x;(0) + Bu(s))

S

(a1 + 5) <h2(0) 4 e

S

a1 S+ ay s+ s2

S S

b bs q; b
+ w) ao (h1(0) + 34 + E)
+

a1 S+ as s+ s2

a1 S+ ag s+ s2

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)
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En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :

. a22 hl(O) + a12 hg(O) “+ ay ab1 — a Oébg + aq as hl(O) “+ aj as hQ(O) — b4 de + aq b3 q;

hu®) (a1 4 as)?
N t (a1 by + agaby + a1 bsqe + azbs q;)
ai + as
L m e~tlata2) (o by — aby — ay hy(0) — ag hi(0) + a1 ho(0) + as ho(0) — by qe + b3 q;)
(a1 + a)?
(5.42)
ha(t) = as® hy1(0) + a1® hy(0) — ag a by + as aby + ay a22h1(0) + a1 az ho(0) + as by ge — az bz g;
(a1 + as)
I t (a1 aby + agaby + ay by qe + az bz q;)
ay + as
N ag e t@Fe2) (aby — aby — ay hy(0) — ag hi(0) + a1 he(0) + ag ho(0) — by qe + b3 q;)
(a1 + 02)2

(5.43)

Avec les valeurs numériques, on obtient :

hi(t) = 0.5[h1(0) + hy(0)] — 2.78a + 0.28 + e "% [2.78a — 0.28 + 0.5(h1(0) — ho(0))]
(5.44)

ho(t) = 0.5[h1(0) + ho(0)] 4+ 2.78a — 0.28 — e "% [2.78a — 0.28 + 0.5(h1(0) — hy(0))]
(5.45)
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5.2.9 Faire une simulation en boucle ouverte et tracer les gra-

phiques de h;(t) et hy(t).

Poser :
— 71(0) = 10 [m];
— h2(0) =0 m];
— a=lu_q(t);
— q; = 100u_1(t);
— @ = 100u_1 ().
On obtient :
10 Evolution du niveau de liquide des réservoirs
Réservoir 1
9r — — — — Réservoir 2
gl
e
B 6
>
g
o °f
©
S 4r
()
2
z 3|
2r
/
/
1+
!
0 Il Il Il Il I}
0 20 40 60 80 100

Temps (s)

FIGURE 5.8 — Evolution en boucle ouverte du niveau de liquide
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5.2.10 Trouver les niveaux constants des réservoirs 1 et 2.
Il suffit de résoudre les équations (5.44) et (5.45) pour ¢t = oo. On obtient :

hy(o0) = 2.5 |m] (5.46)

ha(o0) = 7.5 |m] (5.47)

Partie C : Modéle équation d’état du pompage avec contrdle du

niveau de liquide du réservoir 2 (systéme bouclé proportionnel P).

Pour étudier la dynamique du systéeme de pompage, il propose le schéma de régulation

suivant :

hg(S) dp — ge h2<8)
G, G,

FIGURE 5.9 — Schéma de régulation du niveau de liquide

5.2.11 Trouver la fonction de transfert de Gy(s) et celle du sys-

téme bouclé H(s).

La fonction de transfert G,(s) est donnée par :

Gp(s) = (5.48)
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De plus, en appliquant la transformée de Laplace a (5.30), on obtient :

spAsha = qp — . (5.49)
Alors,
hQ(S) 1
Gy(s) = = 5.50
5) Gp— e SpAs (5.50)

La fonction de transfert du régulateur est de type P est donnée par :
G.=P (5.51)

Alors, la fonction de transfert du systéme bouclé est :

ha(s) GG, P
ha(s) 1+ G.G, spAy+ P

H(s) = (5.52)

5.2.12 Quel est ’ordre du systéme bouclé.

Il s’agit d’un systéeme de premier ordre.
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5.2.13 Faire une simulation numérique en boucle fermée avec les

valeurs du tableau ci-bas.

Tableau 5.3 — Résumé des paramétres disponibles pour le probléme de la régulation du niveau

de liquide

Paramétre Symbole Unité Valeur
Gain proportionnel P [kg/(m.s)] 500
Hauteur cible du réservoir 2 ha [m] 6
Hauteur initiale du réservoir 1 hy(0) [m] 10
Hauteur initiale du réservoir 2 hs(0) [m] 0
Débit de sortie du liquide e [ke/s| 0
Débit d’entrée du liquide i |k /s 0

Commengons par déterminer les expressions de hy(t), ho(t) et a(t). En appliquant la trans-

formée de Laplace & (5.29), on obtient :
spAihy = —q, + ¢e

Avec I'équation (5.49) et les conditions initiales, on obtient :

SpAlhl = — (SpAQhQ + %) + %
qe
_ (3pA2h2 . > + q; . h1(0)

fu(s) = spAihy S

En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :

Pt
Ct(getq)  Ashy(0) = Ay hi(0) + Ag by . Ayhye A2p

hl(t) N Al 1% A1 Al

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)
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Avec I'équation (5.52), en ajoutant la condition initiale et en appliquant la transformée

inverse de Laplace, on obtient :

hale) = H(s)as) = 10 ha(s) + a0 (5.57)
ha(t) = L Hho(5)} = ha(0) + hiy — hp e 27 (5.58)

Trouvons maintenant «(t) bouclé, avec les équations (5.1) et (5.30), on obtient dans le

domaine s :

a(s) = (5.59)

En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :

Aige— A K h(0) + Ay K ho(0) + Ay K ho(0) + Ay K hy + Ay K hy

a(t
Q A1 qo
Pt
e Azp (AlKth—i_AQK]{Q_AlPhTQ) AghQ(O)p(s(t) t(qu—i—in)
_ + — (5.60)
A1 qo do Arqop
Avec les valeurs numériques, on obtient :
hy(t) = 6e "% + 4 (5.61)
ho(t) = 6 (1 — e 2%) (5.62)
a(t) = 0.36 4 0.84¢ 0% (5.63)
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On

Niveau de liquide (m)

w
T

peut tracer ces résultats :

10 Evolution du niveau de liquide des réservoirs

Réservoir 1
9r — — — — Réservoir 2
\

o o ~ e
T T T T
N
<

IS
T

)
T

o
© ==

50 100 150
Temps (s)

(a) Niveau de liquide dans les réservoirs

| Evolution de o de la pompe
M
|
|
09 |
\
\
0.8 1‘
0.7 \\
- \
= \
\\
06 \
05 \
04
0.3 t !
0 50 100
Temps (s)

(b) Fraction de pompage de la pompe

FIGURE 5.10 — Simulation en boucle fermée de la régulation du niveau de liquide
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5.2.14 Déterminer le niveau de liquide dans le réservoir 2 en fai-
sant une simulation numérique en boucle fermée avec les

valeurs du tableau ci-bas.

Tableau 5.4 — Résumé des paramétres disponibles pour le probléme de la régulation du niveau
de liquide

Parametre Symbole Unité Valeur
Gain proportionnel P [kg/(m.s)] 500
Hauteur cible du réservoir 2 ho [m] 6
Hauteur initiale du réservoir 1 h1(0) [m] 10
Hauteur initiale du réservoir 2 hy(0) [m] 0
Débit de sortie du liquide (pour ¢ = 150 a 200 [s]) e [kg/s| 200
Débit d’entrée du liquide i [kg/s| 0
On obtient :

Evolution du niveau de liquide des réservoirs

Réservoir 1

9 — — — — Réservoir 2

Niveau de liquide (m)

0 Il Il Il Il I
0 50 100 150 200 250

Temps (s)

FIGURE 5.11 — Régulation du niveau de liquide des réservoirs en boucle fermée
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Débit de la pompe centrifuge
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FIGURE 5.12 — Simulation en boucle fermée de la régulation du niveau de liquide
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5.2.15 Avec cette pompe, quelle est la hauteur maximale stable

pouvant étre atteinte ?

Il suffit de résoudre hy(o0) avec ¢; = g. = 0 et v = 1.

On obtient :

ha(00) = 7.78 [m] (5.64)

Il est possible de tracer ce résultat :

Evolution du niveau de liquide des réservoirs

10
Réservoir 1
9 — — — — Réservoir 2
8 |-

Niveau de liquide (m)
[6)]

0 Il Il Il Il I
0 20 40 60 80 100

Temps (s)

FIGURE 5.13 — Simulation en boucle fermée de la régulation du niveau de liquide
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5.2.16 Selon la fonction de transfert G;(s), avons-nous nous un
comportement filtre passe-bas ou passe-haut pour le réser-
voir 1 couplé a la pompe?

Il suffit de substituer s — jw dans I’équation (5.16) et de tracer |G1(jw)| en fonction de

la fréquence (pulsation).

On obtient :

Réponse fréquentielle de la fonction de transfert G 4(s)
1000 T T T T

900

800

700

600

~— 500

400

300

200

100

0 1 1 ‘ 1
10 1073 1072 107" 10° 10"
Pulsation (rad/s)

FI1GURE 5.14 — Réponse fréquentielle de la fonction de transfert Gi(s)

Il s’agit du comportement d’un filtre passe-bas. Cela s’explique par le caractére inertiel de

la variation de hq(t) lorsque la pompe centrifuge démarre et arréte rapidement (o =0, 1).
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5.2.17 Si on désire obtenir un niveau de 8.5 [m] dans le réservoir

2, quelle serait la valeur minimale de qg 7

Il suffit de résoudre I’équation (5.43) pour he(co) = 8.5 [m| et o = 1.

On obtient :

go = 1260 |kg/(m.s)] (5.65)

Il est possible de tracer ce résultat :

10 Evolution du niveau de liquide des réservoirs

Réservoir 1
9 — — — — Réservoir 2

Niveau de liquide (m)
[6)]

0 20 40 60 80 100
Temps (s)

FIGURE 5.15 — Simulation en boucle ouverte de la régulation du niveau de liquide
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Ajout d’une réaction chimique dans le réservoir 2.

Supposons que cette réaction chimique simplifiée est ajoutée au modéle (conversion de A

vers B par effet de la température T).

Ca——Cp (5.66)
R(T%)
Avec,
R(T) = BTy (5.67)

5.2.18 Trouvez I’équation de conservation de C dans le réservoir.

Pour le réservoir 2, la conservation de C' s’écrit :

dm
4pCra —qCa = —th +R (5.68)
Avec,
ma = CAMQ == CApAQhQ (569)
dm . i
7,4 = pAs(Caha + hoCy) (5.70)
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Posons que le niveau du réservoir 2 est gardé constant pour la réaction chimique (hqy

Alors,

tha 2 pAshaCa

GpCia — q.Ca = pAshoCa + BT,
QpCIA - QeCA - BTz

Ca= pAzhy
= (ago — K(hy — h1)) Cra — ¢.Ca — BT;
pAzhy
: q0 K Khy ) de B
Cy= a+ (—— + Cia — Cy — ;
4 pAshs pAz — pAshy 4 pAshs 4 pAshs

5.2.19 Trouver I’équation d’état du systéme.

=~ (),

(5.71)
(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

Le modele est non linéaire, on pourrait utiliser une méthode numérique pour la solution des

équations. Si on admet une faible variation du niveau des réservoirs, on trouve 1’équation

d’état :
hl —Qaq a9 0 hl b1 b3 0 0 0
hg = (05} —as 0 hg + b2 0 b4 0 0
Ca 0 0 O0f [Ca bs 0 bg b7 bg
Avec,
qo CTA K Kh_l
bs = = b = — = 7= T = ] =
pAshsy pAzhs pAs  pAshsy

(5.76)
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5.3 Le malaxeur

E ‘E.E Moteur

v

KX —
) S Valve

w, 6

FIGURE 5.16 — Schéma de principe d’un malaxeur

Un ingénieur chimique propose le systéme ci-haut pour le malaxage contrélé d’un fluide
visqueux (pate). Au début (¢ = 0), le fluide est au repos et le moteur du malaxeur est

activé ainsi que la valve v est ouverte pour laisser couler le fluide.

L’équation de conservation du fluide au niveau du réservoir est :

Débit entrée — Débit sortie = Accumulation (5.1)

0 — ksh = Ah (5.2)

Le moment de friction lors du malaxage est donné par I’équation suivante :

T = kyw + ksh [Nm] (5.3)
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Apres conception, les paramétres du probléme sont les suivants :

Tableau 5.5 — Résumé des valeurs disponibles pour le probléme du malaxeur

Paramétre Symbole Unité Valeur
Vitesse de référence w(t) [rad /s 4.08t
Surface du liquide A [m?| 1
Tension E [V] 100
Hauteur initiale ho [m] 1
Courant I [A] 10
Inertie (ensemble rotor et malaxeur) J [kg-m?| 0.125
Constante de couplage électrique - mécanique k1 [Nm/A]  0.2618
Constante de couplage électrique - mécanique ko [Vs/rad|  0.2618
Constante pour la friction ks [N] 8
Constante pour la friction k4 [Nms/rad]  0.02
Constante pour la friction ks [m? /s] 0.1
Gain P kg [Vs/rad| 20
Résistance R Y 7.259

5.3.1 Ecrire I’équation du mouvement pour le malaxeur avec I’équa-

tion du moteur & courant continu.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

0 0
w| =[4] |w| +[BIE (5.4)
h h

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle |B].

Equation de position (6)
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Equation de vitesse (w)

L’équation de vitesse d’'un moteur a courant continu est donnée par :

kb Ky
_ Rk R g
Y="TRYT IR

Equation du niveau du fluide (h)

Avec ’équation de conservation du fluide (5.2), on trouve :

0 0 1 0 0 0
B kike | k4 ks Ky
oI = (JR J) 7| ¢ TR
k
h B A 0
0 0 "

Afin de simplifier ’écriture, posons :

1 — IR J 2 — 3 —

(5.6)
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On obtient :

0 0 1 0 0 0
w|l =10 a ay| |w| + |b| E
h 0 0 as h 0

5.3.2 Trouvez-le résolvant.

Le résolvant est donné par :

D(s) = (sI — A~

Avec la matrice d’état, on obtient :

-1

—_
)
(@)
@]
—_
@]

P(s)=1s10 1 0] =10 a; a
00 1 0 0 as

1 1 Qo
s s(s—a1) s(s—a1)(s—a3)
1 9
O(s) = 10 (s—a1) (s—ay)(s—a3)
0 0 L
i (s —a3)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

426



CHAPITRE 5. MODELES APPLIQUES EN FLUIDIQUE

5.3.3 Trouver les expressions de la vitesse et de la hauteur du

fluide.

Posons l'entrée suivante :
— E(t) = 100u_,
On veut la vitesse et la hauteur en sortie, alors posons les vecteurs d’observation suivant :
Cy = {0 1 01 (5.13)

Cs = [0 0 11 (5.14)

En rapportant ’entrée dans le domaine de Laplace, on obtient :

Bls) = 2{B@)} = £ = 10 (5.15)

S S

Avec une hauteur initiale non nulle, les expressions dans le domaine s de la vitesse et du

niveau du liquide s’obtiennent avec :

a2h0 blE
w(s) = Cy®(z;(0) + BE(s)) = 5.16
() 2 ( () ()) (8—@1)(8—6L3) 8(8—@1) ( )
h

h(s) = Cs@(x:(0) + BE(s)) = - Oa (5.17)

—as

En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
w(t) szl{w(s)} _ e‘“t (Eal b1—Ea3b1+a1a2h0) _ blE _ a2h06a3t (518)
a; (a1 — as) a; ay; — ag

h(t) = L H{h(s)} = hoe™! (5.19)
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Avec les valeurs numeériques, on obtient :

w(t) = 122.5 — 472.2¢7 911349, 7¢ 023

h(t) = 01t

Il est possible de tracer ces résultats :

140 - Evolution de la vitesse de rotation
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(a) Evolution de la vitesse
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) Evolution du niveau du liquide
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(b) Evolution du niveau de liquide

FIGURE 5.17 — Simulation en boucle ouverte du malaxage

Une boucle par rétroaction est suggérée pour le controle de la vitesse du malaxage du

fluide :

w(s)

w(s)

Gl(S)

FIGURE 5.18 — Boucle de rétroaction du contrdle de la vitesse

Avec,

— &(t) = 4.08t [rad/s|;
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— ke =20 [Vs/rad|;

o GI(S) - g((z)) - S E1011

5.3.4 Trouver I’expression de la fonction de transfert en boucle

fermée.

La fonction de transfert en boucle fermée est donnée par :

w kGGl(S) kﬁbl
Gy = — = = 5.22
AR keG1(s) (s —ay) + keby (5-22)
5.3.5 Trouver ’expression de la vitesse.
En rapportant ’entrée dans le domaine de Laplace, on obtient :
_ _ w 4.08

A partir de la fonction de transfert en boucle fermée, on peut trouver I'expression dans le

domaine s de la vitesse :

- wkeby
=G = 5.24
“(s) b70(5) s%((s — ay) + keby) (5:24)
En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
0 okgbit
W(t) = L uw(s)} = — ol (et hobr) _ q) — LT (5.25)

(al — k’@bl)Q a; — kal
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Avec les valeurs numeériques, on obtient :

w(t) =3.92t + 0.653 (% — 1) (5.26)

On peut tracer ce résultat :

450 - Evolution de la vitesse de rotation en boucle fermée

Vitesse de rotation
400 + —— —— Vitesse de référence | ©

350 _

300 2

N

a

o
T
\

Vitesse (rad/s)
n
o
o
\\
N\

150 | z

100 P

0 1 1 1 1 |
0 20 40 60 80 100

Temps (s)

FIGURE 5.19 — Evolution de la vitesse en boucle fermée

5.3.6 Pourquoi on observe une erreur permanente qui augmente

entre la valeur de référence et la valeur de sortie ?

Le type du systéme G est p = 0.

(5.27)
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L’entrée est m = 1, ainsi

yr(t) = CL+ Cot + -+ +

Alors, pour p < m, lerreur en régime permanent est :

e(o0) = o0

Ainsi,

e(t) = (3.92t — 0.653) — 4.08t

e(t) = —0.16t — 0.653

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)
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5.4 L’hydropteére (hydrofoil percant la surface)

Niveau de 1'eau
au repos

Niveau de l'eau
en croisiére
g

au repos

Deux hélices

Niveau de 1'eau
en croisiére

|14 H = Ssin 45°

FIGURE 5.20 — Schéma de 'hydroptére
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Un ingénieur maritime a le mandat d’étudier le comportement d’un systéme de régulation
de la vitesse d’un hydroptére dans le but de mieux comprendre les mécanismes en jeu.

Pour ce faire, il propose ’approche de la modélisation utilisant I’équation d’état.

L’hydroptére est un bateau muni d’un dispositif appelé hydrofoil qui permet de soulever
le bateau hors de 'eau a vitesse élevée afin de réduire la friction de la coque du bateau
et atteindre des vitesses importantes sur l’eau. Les hydrofoils agissent comme un effet
de portance dans ’eau au méme titre que celle des ailes pour 'avion. Les hydroptéres
furent populaires dans les années 1960 et 1980, surtout en Europe, et plus particuliérement
en URSS. Cependant, des couts d’opération et de maintenance plus élevés que celle des
bateaux ont réduit les intéréts pour ce genre de transport sur l’eau. Derniérement, un

certain regain d’intérét a été manifesté avec les avancées de la technologie.

L’hydroptére consiste & un mode bateau conventionnel & basse vitesse. Lorsque la vitesse
dépasse la vitesse de transition, v; la coque sort entiérement de I’eau et le bateau est sup-
porté uniquement sur les hydrofoils. Les théories utilisées pour le mode de fonctionnement
des hydroptéres sont :

— La théorie de la flottaison des bateaux a coque (basse vitesse) ;

— La théorie de la propulsion par hélice;

— La théorie des hydrofoils (coefficient de portance et de trainée ¢ et ¢;¢ & haute

vitesse).

En résumé, le modéle retenu pour la force de portance ou de trainée est :

1

Fpoussée = §PClAU2 (51)
1
Ftrainée = 5/701&14@2 (52)

Avec ¢; et ¢; sont les coefficients de portance et de trainée du profil d’aire A.
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La force de poussée théorique d’une hélice est donnée par [26] :

Fr = 2pSpv,(vy, — v3) = 2pSH0Hmaz (0VHmaz — Vs) (5.3)

Afin de simplifier ’écriture, posons :

A= QPSHU?[Imaz B = 2pSHUHmoL:I:

Alors,

Fi = Ao? — Bua (5.4)

La force de poussée d’Archiméde est donnée par :

FArchiméde = PVQ = pWAcoqueg (55)

De plus, plusieurs hypotheéses simplificatrices sont posées :
— La force de friction dans 'air est négligée ;
— La force de trainée en y est négligeable ;
— La ligne de flottaison du bateau au repos correspond a y = 0;
— Le mouvement étudié sera celui de 'accélération de 'hydroptére au repos a ¢t =0;
— Les modes de déplacement sont : bateau (pour y < H) et hydroptére (pour H <
y <2H);
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Afin de rendre les simulations plus réalistes, I'ingénieur choisit les parameétres suivants de

I'hydroptére KOMETA russe [27] :

Tableau 5.6 — Résumé des paramétres disponibles de I’hydroptére KOMETA

Parameétre Symbole  Unité  Valeur
Fraction de la poussée maximale e -] 0al
Inclinaison des hydrofoils 64 ] 45
Densité volumique de I'eau p [kg/m?® 1000
Largeur des hydrofoils C [m] 0.7
Coeflicient de poussée de la coque Cle -] 0.1
Coeflicient de poussée des hydrofoils Ciy -] 1.451
Coefficient de trainée de la coque Che -] 0.01
Coefficient de trainée des hydrofoils Ciy -] 0.1785
Force de croisiére Fois [N] 71592
Force maximale F o [N] 90000
Accélération gravitationnelle g [m /s?| 9.81
Hauteur H [m] 2.25
Hauteur de croisiere he [m] 1.5
Largeur de 'hydroptére L [m] 4
Masse de I’hydroptere m [kg] 59500
Puissance de croisiére P ois [W] 1180000
Puissance maximale Pos [W] 1620000
Longueur des hydrofoils S [m] 3.18
Surface des hélices Su [m? 0.282
Vitesse de ’eau qui traverse I’hélice Uy [m /s

Vitesse d’avance de croisiére Vgerois [m /s 16.45
Vitesse d’avance maximale Vpmaz [m /s 18
Longueur de I’hydroptére w [m] 35
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Partie A : modéle du mouvement de ’hydroptére (boucle ouverte)

5.4.1 Trouver les équations du mouvement en x (avance) et y

(hauteur) de I’hydroptére dans le mode bateau.

Commencons par faire la sommation des forces dans la direction de I'avance x :

> F, =ma, =2Fy — F,. — 4Fy; (5.6)

1 1
=~ 9 (Aa2 — Bvx&) - §pCtCACOqueU?C —4 (ipthAhydrofoilv:%) (57)

Avec la surface de la coque et de chacun des hydrofoils ot f = 45° :

Acoque = (H — y) (g - Sigﬁ> =(H —y) (g - y) (5.8)

Ahydrofoil =5C (59)

On remplace dans (5.7) et on obtient :

b — 2 (a2 — (L (o N e2) o (2 2
by = — (Aa? — Bu,a) (2mpth(H y)(2 y) vx> (mpC’thCvI) (5.10)

m

Continuons avec la sommation des forces dans la direction de la hauteur y :

> F, =may = Faschimsde + Fpe + 4F,p — F, (5.11)
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b, = <%pW(H —y) (g — y) g) + (iﬂ(H —y) (g - y) Czcvi)

5.4.2 Trouver les équations du mouvement en x (avance)

(hauteur) de I’hydroptére dans le mode hydroptére.

Commencons par faire la sommation des forces dans la direction de I'avance x :

ZFI =ma, = 2Fy — 4k

+ (EpSClevfc) —y
m

1
>~ 2 (Ao® — Bu,a) — 4 (§pcthhydrofoilvg2g)

Avec la surface de chacun des hydrofoils :

Ahydrofoil = (S -

Alors, on obtient :

2
m

~

Vg

Continuons avec la sommation des forces dans la direction de la hauteur y :

9 2
(Ao® — Bu,a) — (E,oth (S " s

y—H
sinﬁ)c

y—H

> F, =ma, =4F,; — fg — AF;

) 2
Uy = Eple (S -

y—H

sin 3

)Cvi—g

)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

~—~

5.16)

(5.17)

(5.18)
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5.4.3 Trouver 'expression de la vitesse d’avance de 1’hydroptére

fonction de la vitesse de I’hélice.

A vitesse maximale, I’hydroptére est & sa hauteur maximale. Alors, avec 1’équation (5.16)

avec Y = Ymaz €6 @ = 1, on obtient :

- H
Uy = 0= (A — Bugmaz) — pCiy (S _ Ymaz ) Cv?

sin 3
Avec ’équation (5.18), on obtient :

. 2 Ymax - H
Uy =0= Eple (S — W) C’Uimm — g

Alors,

S . Ymaz — H o mg
sin 3 — 2pC;Cv2

rmax

On combine les équations (5.18) et (5.21) et on obtient :

mg 2
0=(A— Bugmna) — pCis | ———— | C
( v ) Pl <QPleCU§mw) Vemaz
~ A mg (Cy
Vrmaz = B 5B le

Alors,

v =0 g (th )
zmaxr — YHmaz — &7 & . | ~
4pSHUHma:): le

rmax

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)
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5.4.4 Trouver la valeur de la vitesse maximale de I’hélice pour cet

hydroptére.

A la vitesse maximale, on a :

mg th
Tmar — 18 = mazr - 5.25
! [m/S] v 4pSHUHmax (le> ( )
Alors,
VAmaz = 21.03 [m/s] (5.26)

5.4.5 Trouver ’expression de la hauteur hors de ’eau maximale

pour cet hydroptére.

La hauteur maximale hors de ’eau s’obtient & la vitesse maximale. Alors, avec 1’équation

(5.20)
. 2 Ymaz — H 2
Uy 0 mpclf (S sinﬁ ) Cvxmaz g (5 7)
mg )
maz = | S — ———— H = 3.87 5.28
Alors, la hauteur hors de I’eau maximale est :
ez = 3.87 —2.25 =1.62 m (5.29)

Ce qui semble étre acceptable, car on veut 1.5 [m] & la vitesse de croisiére de 16.45 [m/s|.
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5.4.6 Trouver le facteur de puissance a a la vitesse de croisiére.

On sait avec 1’équation (5.4) que la force des hélices en mode croisiére est :

FHcrois =2 (2pSHU%Imaxagrois - 2pSHUHma:):UﬂﬁcroisOécrois) (530)

On sait avec 1'équation (5.16) que la force de trainée en mode croisiére est :

Yerois — H 2
Frorois =2pCir | S — —F— | C . =171592 [N 5.31
t PLtf ( Slnﬁ ) Ugerois [ ] ( )
Alors,
FHcrois = Ecrois (532)
71592 =2 (2IOSHU12*-[mazO‘zrois - QpSHUHmazUmcroisacrois) (533)
Qerors = 0.93572 (5.34)

5.4.7 'Trouver la vitesse de transition du mode bateau vers le mode
hydroptére ainsi que le facteur de puissance a correspon-

dant.

La vitesse de transition est lorsque y = H. C’est-a-dire, & y — H~ c’est le mode bateau
et &y — H' c’est le mode hydroptére. Commencons par trouver la vitesse de transition

en x. Avec la somme des forces en x (5.7) et celle en y (5.11), on obtient :
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Z Fz - O = 2(Aa?rans - vafransatrans) - 2p0thOUxtrans

Z F,=0=2pC;SCv? —mg

xtrans

Avec (5.36), on trouve la vitesse de transition :

mg

rtrans — — o~ = 9.51
Vat 20C);SC [/

Alors, on trouve le facteur de puissance avec (5.36) :

2(Aat2ran5 - Bva:transatrans> - 2pcftf“S(C(U:z:trans = O — Qirans = 06677

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

5.4.8 Tracer en fonction du temps la distance parcourue, la hau-

teur, la vitesse v, et la vitesse v, de I’hydroptére pour la

premiére minute apreés la transition du mode bateau vers

hydroptére.

En utilisant la définition de la dérivée numérique au premier ordre d’une variable soit :

dr; xTh— v

7 7

dt At

(5.39)
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On obtient les expressions suivantes :

T

VT = 9UAL 4!

' = YAt + 2V

v+1
Uy

= @;’At + v;’

ytt = up Aty

A partir du fichier Excel, on obtient les résultats suivants :

Position d'avance (x) en boucle ouverte (o variable)
1000

900
800

700

E 600
=
S 500
§ 400
300
200
100
0
0 10 20 30 40 50 60
Temps (s)
(a) Distance parcourue ()
Vitesse d'avance (v,) en boucle fermée (o variable)
18
16
14
12
z
Ew0
2
o 8
g
6
4
2
0
0 10 20 40 50 60

30
Temps (s)

(c) Vitesse d’avance (v;)

45

Position (m)
= o w
[ P T 7

o
«

o

05

04

Vitesse (m/s)
° °
o &

e
i

-0,1

Hauteur (y) en boucle ouverte (a variable)

10 20 30
Temps (s)

50

(b) Hauteur de I’hydropteére (y)

Vitesse d'ascension (v,) en boucle fermée (a variable)

i 20 30 40

Temps (s)

(d) Vitesse d’ascension (vy)

50

(5.40)
(5.41)
(5.42)

(5.43)

60

FIGURE 5.21 — Simulation en boucle ouverte de 'hydroptére avec « varie de aigrans & Qerois
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Partie B : modéle du mouvement en boucle fermée en mode hydro-
ptére.
Le modéle trouvé a la partie A est fortement non linéaire. L’utilisation de ’équation d’état

et du résolvant n’est pas idéale. La linéarisation est possible, mais non souhaitée, car la

vitesse de I’hydroptére varie beaucoup.

5.4.9 Trouver une expression approximative de la fonction de trans-
fert, pour le mode hydroptére, de la vitesse d’avance en

fonction de la fraction de la poussée.

Posons un systéme désiré de premier ordre sous la forme :

G(s) = OS] (5.44)

Trouvons & la section suivante les valeurs désirées de K et 7.
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5.4.10 Proposer une boucle de controéle de la vitesse de ’hydro-
ptére en utilisant une stratégie PI et une vitesse désirée
(régulateur) avec une entrée échelon.

On propose la boucle de régulation de la vitesse par rétroaction avec un contréleur PI

suivant :

Avi(s) A« Av,(s)
Ge(s) G(s)

FIGURE 5.22 — Boucle de rétroaction de la vitesse avec controleur PI

5.4.11 Trouver les valeurs du controleur PI qui améne I’hydro-
ptére en mode croisiére sans oscillation importante y de

haut en bas.

Pour le confort des passagers, on veut au maximum Ay = +0.2 [m/s?| pour une vitesse de
référence Av} =5 [m/s.
Commencons par déterminer la constante de temps 7.

1

Pour un systéme de premier ordre, & une constante de temps 7 'amplitude vaut 1 —e™ =

63.2% de sa valeur finale. Dans ce cas-ci, il faut trouver le temps pour que :

vx(T) - 63~2%(chrois - Uxtrans) + Ustrans = 13.9 [m/S] (545)
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En faisant la simulation en boucle ouverte de la vitesse avec un échelon a = a5, ON

obtient :

Vitesse d'avance (v,) en boucle ouverte (a constant)
18

16

14

Vitesse (m/s)

0 10 20 30 40 50 60
Temps (s)

FIGURE 5.23 — Evolution de la vitesse d’avance avec o constant

On trouve que 7 = 2.8 |[s|.

Pour le paramétre K, posons :

Avm VUrmaz — Uztrans 18 - 951
Ao e — Corans 1 — 0.6677 /s (5.46)

On obtient le modéle de premier ordre désiré :

25.6

() = 3851 (5.47)
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5.4.12

Tracer en fonction du temps les courbes de vitesse et d’ac-

célération de la question précédente.

A partir du fichier Excel, on obtient :

Vitesse d'avance (v,) en boucle fermée (a variable)

Vitesse (m/s)
= (<] 0o S

~

o

30 40 50 60
Temps (s)

(a) Vitesse d’avance (v,)

Accélération d'avance (a,) en boucle fermée (a variable)

Accélération (m/s?)
o o o o o r r »
Z ® » Y B b W oG

(=)
i
=
"
5]
~
S
w
=)
ES
S
a
=)
o
S

o
©

Temps (s)

(c) Accélération d’avance (a)

Vitesse d'ascension (v,) en boucle fermée (o variable)
05

0,4

Vitesse (m/s)
° °
~ &

o
-

01
Temps (s)

(b) Vitesse d’ascension (vy)

Accélération de la hauteur (a,) en boucle fermée (a. variable)
0,5

0,4

o o o
[ ) w

Accélération (m/s?)

o
o
[
5]
)
[S)
w
S
I
S
)
=)
@
(S)

-0,1

0,2
Temps (s)

(d) Accélération d’ascension (a,)

FIGURE 5.24 — Simulation en boucle fermée de I’hydroptére avec o varie de airans & Qerois
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5.4.13 L’hydroptére subit un tangage lors du départ et l'arrét
(mouvement de plongée arriére et avant). Comment tenir
compte de cet effet dans le modéle développé ?

Il faudrait ajouter une variable de rotation w autour d’un axe O avec les moments de

rotation causés par les différentes forces (gravité, portance de la coque et des hydrofoils).
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5.5 L’énergie des vagues (houlomoteur)

Un ingénieur électrique a le mandat de déterminer le potentiel d'un systéme houlomoteur
pour la production d’énergie électrique a partir des vagues de la mer. En effet, les vagues
sont engendrées par les forces des marées, les vents et autres perturbations a I’échelle de
la planéte. Elles constituent une grande source d’énergie mécanique renouvelable. Diffé-
rentes possibilités de développements d'un systéme sont possibles, mais celui retenu est
I'utilisation de panneaux rigides subissant les mouvements de va-et-vient des vagues des-
quels est soutirée I’énergie mécanique par pompage d'un liquide envoyé vers une station
de récupération de I'énergie du fluide qui est convertie en énergie électrique (génératrice).

Le systéme étudié est limité a celui de I’énergie mécanique des vagues et du fluide pompé.

On peut modéliser le systéme panneau houlomoteur par le schéma ci-dessous :

L
PiVOt\ “
1 A A \ ‘
a

Fond de la mer

FIGURE 5.25 — Schéma du modéle houlomoteur étudié
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Afin de simplifier le probléme, I'ingénieur pose les hypothéses suivantes :
— L’eau des vagues est un fluide a viscosité négligeable, incompressible et isotherme ;
— Aucune perte par frottement dans le systéme;
— Le mode¢le de la vague est celui d’Airy [28].

Afin de rendre les simulations plus réalistes, il choisit les paramétres suivants :

Tableau 5.7 — Résumé des paramétres disponibles pour ’houlomoteur

Parameétre Symbole  Unité Valeur
Angle du panneau 0 [rad| Oam
Coefficient d’amortissement du piston 64 [N.sm?] 1.2-10°
Masse volumique de I'eau p [kg/m3| 1000
Ecart attache-piston a [m] 0.6
Section du conduit de sortie de I'eau A [m?| 0.2
Epaisseur du panneau e [m] 2
Hauteur moyenne du niveau de 'eau H [m] 11
Hauteur de la vague (de -h a +h) h [m] 2
Section du piston K [m?| 0.75
Hauteur du panneau l [m] 10
Largeur du panneau L [m] 15
Longueur des vagues L, [m] 75
Masse du panneau (eau et 5000 |kg| d’acier) m [kg] 365000
Période des vagues T [s] 25
Vitesse de déplacement du piston Uy [m/s]

Vitesse des vagues Uy [m/s 3

5.5.1 Premiére analyse

La force des vagues résultant du débit volumique de ’eau et de sa vitesse sur le panneau

est donnée par :

F, = pQov, sin () (5.1)
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Avec le débit volumique des vagues donné par :

QO = lev (52)

Alors, on obtient :

F, = pLlv?sin (0) (5.3)

Cherchons maintenant la force d’amortissement exercée par le piston. Celle-ci est donnée

par :

E, = Bv, = B’ (5.4)

Déterminons I'expression de I’. Considérons le schéma suivant :

FIGURE 5.26 — Schéma des angles sur le modéle d’houlomoteur
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Avec la loi des cosinus, on obtient :

1?2 =a®+ (5)2 — 2a (é) cos ()

12
=a’+ 1 —al cos (0)

Alors,

l2
l’:\/a2—|—z—alcos(0)

Dérivons par rapport a 6, sachant :

. T
f(Wx) = or
On obtient :
i al sin (0) J

l?
2\/a2 + 1 al cos (0)

(5.5)

(5.6)

(5.8)

(5.9)

Cherchons a simplifier cette expression en une expression de premier ordre. Avec les valeurs

numériques, on obtient pour le dénominateur avec 6 =0 et § = 7 :

102

102
2\/0.62 + e +0.6-10 = 11.2 [m]

(5.10)

(5.11)
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Alors, en moyenne :

8.8411.2
Dénominateur = +T =10=1 |m]

Alors, on peut écrire :

I = MQ = aw sin (0)

Ainsi, la force d’amortissement du piston est donnée par :

F, = fawsin (0)

5.5.2 Trouver I’équation d’état du systéme.

On cherche I'équation d’état sous la forme :

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].

Equation de position 6

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Equation de vitesse w

Faisons la sommation des moments autour de ’axe de rotation A.

l l
> My =Ia= 5P =5 F

Avec le moment d’inertie d’'un panneau rectangulaire :

1
1= gml2

Alors,

: 3 : s 3 :
w= %pL sin (0)v; — ﬁé’a sin (0)w

On obtient ’équation d’état :

0 0 1 0 0

3 . 3 :
w 0 —%ﬁa sin ()| |w %pL sin (0)

Afin de simplifier ’écriture, posons :

3 3
a)p = ﬁﬁa b1 = %pL
On obtient :
0 0 1 0 0 )
= —|— ’UU
w 0 —aysin(f)| |w by sin (0)

Le modéle proposé est non linéaire, car il est dépendant de la position angulaire 6.

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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5.5.3 Trouvez-le résolvant.

Le résolvant est donné par :

D(s) = (s] — A~ (5.22)
Avec la matrice d’état, on obtient :
-1
10 0 1
O(s)=|s - (5.23)
0 1 0 —aqsin(0)
1 1
B(s) = s s(s—l—a1151n (9)) (5.24)
0

s+ aysin (0)
5.5.4 Donnez les fonctions de transfert du systéme.

On veut la fonction de transfert de la position, alors posons le vecteur d’observation sui-

vant :
C = [1 o} (5.25)

A partir du résolvant, on obtient :

Gi(s) = B — by sin (0)

v2(s) s(s + ay sin (6)) (5.26)
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Pour la fonction de transfert de la vitesse, posons le vecteur d’observation suivant :

Cy = {o 1] (5.27)

A partir du résolvant, on obtient :

GQ(S):ﬂ:C’QCDB: by sin (0)

v2(s) s+ aysin (0) (5:28)

5.5.5 Proposer un modéle pour le comportement des vagues.

On suppose la vitesse de groupe nulle, alors les vagues réalisent un va-et-vient sur le
panneau sans se déplacer globalement. On propose de modéliser la vitesse des vagues par

une sinusoidale, telle que :

q%(w::yvAsul(ggﬁ) (5.29)

Ou la période des vagues est 7' = 25 [s].

On peut considérer le mouvement des vagues comme irrotationnel a grande profondeur.

Dans ce cas, les vagues peuvent suivre le modéle d’Airy [28], tel que :

L, W _ |g

Avec,

K:? (5.32)
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Alors, la longueur des vagues est donnée par :
L, =v,T =3-25="75/m| (5.33)

On propose de modéliser la hauteur (—h a +h) des vagues par une sinusoidale, telle que :

2
y=H + hsin ( [im) (5.34)

v

A partir du fichier Excel disponible avec ce livre, on obtient :

Vitesse des vagues Forme des vagues

N NEEpdE S

o
«
o

100 150

~
o
S

Vitesse (m/s)

u o
Hauteur (m)
(=] 8

-3 2

0

-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60
Temps (s) Longueur (m)
(a) Vitesse des vagues (b) Forme des vagues

FIGURE 5.27 — Modélisation des vagues
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5.5.6 Reéaliser une simulation numérique du modéle du panneau

houlomoteur.
Avec la définition de la dérivée de premier ordre & une variable :
o =gV iVAL (5.35)
On obtient pour la position et la vitesse :

0t = 0Y + WU AL (5.36)

W't =W’ 4+ @At (5.37)

A partir du fichier Excel disponible avec ce livre, on obtient :

Position angulaire (0) Vitesse angulaire ()
30

2,5

~
=]
o
=
5]

= -
£ = 005
©
515 B
= < 000
3 2 0 0 | 40 0 | 8 [100| 120 {140 160 | 180 |[200
* 10 £ 005
4 >
-0,10
0,5
-0,15
-0,20
0,0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0,25
Temps (s) Temps (s)
(a) Position angulaire (b) Vitesse angulaire

FIGURE 5.28 — Modélisation en boucle ouverte du modéle houlomoteur
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Forme des vagues et position limite du panneau houlomoteur
Accélération angulaire (o) 20

o
@
<]

=
3

o
w
=]

o

o o

w B

8 5
Hauteur (m)
R

5 R

o
™
1=}

Accélération (rad/s?)

0 20 40 1 120 40 6/ 200 0
-60 50  -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60

Longueur (m)
Temps (s)

(b) Forme des vagues et position angulaire du pan-

(a) Accélération angulaire
neau

FIGURE 5.29 — Modélisation en boucle ouverte du modéle houlomoteur (suite)

5.5.7 Proposer un modéle pour le débit de I’eau et de la puissance

a la sortie du systéme.

On veut le débit d’eau qui est pompé en sortie. Pour cela, on sait que le débit dépend de

la section K du piston et de la variation de sa longueur /'

Ainsi, on obtient :

Q = KI' = Kawsin () (5.38)

En ce qui concerne la puissance, celle-ci est le produit de la force d’amortissement et de la

vitesse de déplacement du piston.
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Ainsi, on obtient :
P = BI? = Ba’w?sin® (0) (5.39)

On peut tracer ces résultats :

Débit d'eau pompé

Puissance de sortie
0,12 250

200

o
1=
o

150

Débit d'eau (m3/s)
o
Puissance (kW)

o
o
=

50
0,02

0,00 0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 8

0 100 120 140 160 180 200
Temps (s) Temps (s)

(a) Débit d’eau pompé (b) Puissance de sortie

FI1GURE 5.30 — Modélisation de la puissance de sortie

On obtient une puissance moyenne d’environ 70.8 [kW].

La mise en oeuvre d'un tel systéme oblige I'utilisation de plusieurs panneaux en paralléle

afin de régulariser la puissance produite.
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5.6 La planche hydrofoil motorisée « eFoil »

Un ingénieur mécanique a le mandat d’étudier le comportement d’une planche hydrofoil a
moteur « eFoil » dans le but de mieux comprendre les mécanismes en jeu. Pour ce faire, il

propose ’approche de la modélisation utilisant ’équation d’état.

FIGURE 5.31 — Schéma du modeéle de la planche hydrofoil motorisée
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Afin de rendre les simulations plus réalistes, il choisit les paramétres suivants :

Tableau 5.8 — Résumé des paramétres disponibles pour la planche hydrofoil

Parameétre Symbole  Unité Valeur
Fraction de puissance du moteur g [l 0al
Position du surfeur sur la planche a [m]
Coeflicient de portance C [kg/m] 15
Coeflicient de trainée C, kg/m| 1.5
Distance hydrofoil-moteur f [m] 0.5
Force maximale du moteur électrique Fy [N]  183.75
Distance centre de masse (CM) - surfeur h [m] 2
Masse de la planche (50 |kg|) et du surfeur (50 [kg]) m [kg] 100
Parameétre proportionnel P [m!] -10
Rapport de portance hydrofoil F/Fy K -] 3

5.6.1 Trouver I’équation d’état du systéme.

Supposons que ’angle d’inclinaison 6 de la planche est petit. On cherche I’équation d’état

sous la forme :

x x
(% Vg
B
Yy Yy
= [A] +[B] |a (5.1)
Uy Uy
g
0 0
w w

Trouvons la matrice d’état du systéme [A] ainsi que la matrice de controle [B].
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Equation de position 6

Equation de vitesse w

Faisons la sommation des moments autour du centre de masse.
> Mey =Ia = Fif + Pa+ Fyl— Ff
A Téquilibre (o =0) et a vitesse de croisiére constante, on a :

> My =02 Fif+ Pa+ F,l— Ff
Bf-nRf Fa.
mg mg

I

a

Pour atteindre 1’équilibre, le surfeur se déplace avec =+a.

Avec un plus gros foil avant, on a :

Fy > F,

Alinsi, posons :

= KF

Avec K > 1.

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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On obtient :

a= — (5.8)

Ainsi, avec le foil avant plus gros et avec la force de propulsion du moteur, le planchiste

doit se placer vers ’avant pour garder 1’équilibre. Tel que montré a la figure suivante :

FI1GURE 5.32 — Planchiste a I’équilibre

Pour simplifier le probléme, posons :

F = Cp? (5.9)
Fy, = %UQ (5.10)
I = hm? (5.11)
F,, = 3Fy (5.12)
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Ainsi, on obtient :

> My =Ia=F f+ Pa+F,l—Ff

o~ fCO(K —1)v? 90 BFy
B Khm? hm ~ hm?

On obtient un modéle non linéaire. En premiére analyse, posons :

I

1
<

I

QI

Alors, on obtient :

~ SOK —1Nvv  ga  BFy
“= Khm? hm — hm?2

Equation de position z

Equation de vitesse v,

Faisons la somme des forces en z :

Y Fr=ma, = fFy — Fy — Py

En premiére analyse, posons que les forces de trainée sont données par

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
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Alors, on obtient :

Equation de position

Y

Equation de vitesse v,

Faisons la somme des forces en y :

ZFy:mayEFl—l—Fg—P

Uy =

Qy

[

Afin de simplifier I’écriture, posons :

2C0

12

01112 01112
+ _
m Km

1
<y (P
m

K

9

)vv—g

1Y _
<1+?>’U 3

Fyr
bg—hmz by =

(5.21)

(5.22)

(5.23)
(5.24)

(5.25)
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On obtient ’équation d’état :

x 01 000 0| |2 0 0 0
Ug 0 ag 0 0 0 O] vy by 0 0

B
y 00 010 0]y 00 0
v, 00az 000 0 |v, 00 —1

9
0 0 0 0001 o 0 0 0
w 0 as 00 00 w b2 bg 0

5.6.2 Proposer une boucle de régulation pour garder I’équilibre

du planchiste.

Afin de garder 'équilibre, on veut I’angle de rotation () constante. Alors, on propose la

boucle de rétroaction suivante :

Or(s) 15} 6(s)
GC<S) Gl(S)

F1GURE 5.33 — Boucle de régulation de I’angle du planchiste
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Avec,

G, =P (5.27)

. Q(S) . bQ(S — al) + a3b1
Gl(S) = ﬁ(s) = 82<S — al) (528)
Ga(s) = % = z—z (5.29)

On ajuste la force du moteur () en fonction de I'angle de la planche.

5.6.3 Deévelopper un modéle numérique et tracer les graphiques
a(t), w(t), 0(t), a(t), 5(t) et vi(t)

A partir du fichier Excel disponible avec ce livre, on obtient :
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FIGURE 5.34 — Modélisation de la planche hydrofoil

50

50
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5.6.4 Si la masse du surfeur double (m = 150 |kg] planche et

surfeur). Quelle est la vitesse de croisiére stable a atteindre ?

On trouve par essais et erreurs avec le fichier Excel, qu’il faut atteindre une vitesse de

croisiére d’approximativement 4.9 [m/s| afin que le surfeur soit en équilibre.

Position angulaire (0) Vitesse d'avance (v,)

0.02 6
0
0 10 20 30 40 50 60 5
0.02
B 004 4
o <
© -0.06 E
-} %>
a
008 £
8 >
E -0.1 2
o}
a
-0.12
1
-0.14
0.16 0
. Temps (S) 0 10 20 Tem3Fl))S (S) 40 50 60
(a) Position angulaire () (b) Vitesse d’avance (v,)

FIGURE 5.35 — Modélisation de la planche hydrofoil
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5.6.5 Sila vitesse de croisiére est au maximum a 7 [m/s| et la posi-
tion stable du surfeur (m=100 [kg]). Quelle est I’inclinaison

de la planche vers ’arriére ?

On trouve avec le fichier Excel, qu’a une vitesse de croisiére de 7 [m/s| l'inclinaison arriére

de la planche est d’environ —18° (-0.31 [rad]).

Position angulaire (0) Vitesse d'avance (v,)

o
i
5]
~
)
w
(<)

40 50 60

-0.05 6

-0.1

-0.15

Vitesse (m/s)
B

3
-0.2

Position angulaire (rad)

1
-0.3

-0.35

0 10 20 30 40 0 0
Temps (s) Temps (s) > 6

(a) Position angulaire (9) (b) Vitesse d’avance (v,)

FIGURE 5.36 — Modélisation de la planche hydrofoil

5.6.6 A partir du graphique de la position du planchiste (figure
5.34d), expliquer les mouvements du surfeur sur la planche

du début jusqu’a la vitesse de croisiére.

Au début, le surfeur est placé vers I'avant sur la planche. Lorsque la vitesse augmente,
il se déplace rapidement vers 'arriére. Par la suite, il se déplace & nouveau vers ’avant

progressivement pour trouver la position idéale (stable) a la vitesse de croisiére.
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Chapitre 6

Optimisation statique et dynamique

6.1 Distance minimale d’un point a une droite

Trouver la distance minimale d’un point p(z,y) a une droite d’équation y; = mqx; + by.
6

5

Y1 =myx; + by

X

FIGURE 6.1 — Distance minimale d’un point a une droite a déterminer
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La distance, s’exprime comme étant 'hypoténuse :

d=/(z—a1)> + (y — 1)?

On veut la distance minimale (au carré) d2

min*

alors :

f(x):yl—mlﬂfl—[hzo

Le Lagrangien s’écrit :

L=¢+A

L=(z—21)*+ (y— )+ Ny — mizy — by)

Trouvons les dérivées de celui-ci :

oL
— =—2r+2r, —Am; =0
81'1
oL
— =-2y+2;+A=0
Iy
OL
— =2r 211 =0—=2 =12
Ox
oL
oy~ W =0—y=u
)

(6.1)

La contrainte est la droite y; = myxy + by,

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)
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Avec les équations (6.6) et (6.7), on peut écrire :

-2 2
A\ = —AT 2 (6.10)
my
A =2y —2y (6.11)
Alors,
zy —x=m(y — ) (6.12)
T —x x x
y="—" 4y =——+ <y1+—1) (6.13)
my my my

. . . . . 1
Cette droite qui exprime la distance minimale a une pente m = —— elle passe par le

my

point b (voir la figure suivante) et fait un angle droit a la droite de contrainte y;.
6
5

4 ) X X1
Ny=Es-——+ +—
\\y my <Y1 m1>

3 X p(x%y)

Y1 =myx; + by

p(x1,y1)

X

FIGURE 6.2 — Distance minimale d’un point a une droite
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6.2 Surface rectangulaire maximale sous une droite dans

le plan XY positif

Un type d’optimisation statique fréquent est ’augmentation des profits P d’une entreprise

produisant n éléments d’un produit vendu au prix p soumis a des cotits de production g,

soit :

P=n(p—q)=uxy

(6.1)

La contrainte f est la loi du marché qui fixe le prix et la loi de la productivité qui réduit

le cotit ¢ d’un élément lorsque la quantité produite augmente

fn,(p—q)) = f(z,y) =0

En guise d’exemple, on cherche a optimiser la fonction suivante :

0(z,y) = xy

9($1,SU2) = T172

Avec la fonction de contrainte :

f(x,y):y+a::7

f(:L’l,Ig):I1+ZE2—7:0

On cherche donc a optimiser la surface rectangulaire sous une droite.

(6.3)

(6.4)
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Le Lagrangien s’écrit :

L= T1To + )\(ZL‘l + Ty — 7) (67)

Trouvons les dérivées de celui-ci :

g—i:x2+/\:0—>/\:—x2 (6.8)
g—xLz:x1+)\:0—>)\:—$1 (6.9)
On trouve donc :
T1 = Ty (6.10)
Avec la contrainte :
X1 +a9=7— 2T =29=235 (6.11)

La surface maximale est donc un carré sous la courbe avec des cotés de 3.5.

xopt = yopt =3.5 (612)

Oopt = ToptYopr = 12.25 (6.13)
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Avec le fichier Excel disponible avec ce livre, on obtient le graphique suivant :

8

7

6

5 y=—x+7
>4

3

2

eopt
1
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8

FIGURE 6.3 — Surface maximale sous la droite
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6.3 Cercle centré a l'origine limité par une courbe

On cherche a optimiser la fonction suivante :
O(u,y) = u* +y°
Avec la fonction de contrainte :

fluy) =y —lnu

On cherche donc & optimiser le rayon (v/#) d’un cercle limité par une courbe.

Le Lagrangien s’écrit :
L=1u*+y*+ ANy —1nu)

Trouvons les dérivées de celui-ci :

O o2 o a2
ou u

L
a—:2y—|—/\:0—>/\:—2y
dy

On trouve :

2u* = —2y
w = —y=—Inu

Inu+u?=0

(6.1)

(6.3)
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Ainsi, la solution se rapprochant de I’équation (6.8) est lorsque :

- (6.9)
Alors,
o (6.10)
Qopt = 06 (611)
Vo =2 0.78 :
2
1 S
0,5 | |
> 0 |
0 : | 3 4
0.5 )
. \_ \/;pt .
-1
_1,5
-2
§]

FIGURE 6.4 — Optimisation du rayon d’un cercle
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6.4 Cercle limité par une courbe

On cherche a optimiser la fonction suivante :
0(z,y) = (z —18)* +y*
Avec la fonction de contrainte :

fla,y) = a?

(6.1)

(6.2)

On cherche donc & optimiser le rayon (v/#) d’un cercle centré sur le point p(x,y) = (18,0)

et limité par une courbe y = 2.

Le Lagrangien s’écrit :

L=(x—18)%+¢*— Ay — 2?)

Trouvons les dérivées de celui-ci :

oL 18
o =218~ =0-A=1-—

L
a—:2y+>\:0—>)\:—2y
dy

On trouve :

18

1——=-2
xr
18

1— — = —227
Xz

(6.6)

(6.7)
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22+ —18=0

Ainsi, on trouve la solution de (6.8) dans le plan R? :

Alors,

xopt =2

Yopt = 4

Oopt =2 272

VOopt =2 16.5

20
18
16
14

12

X

FIGURE 6.5 — Optimisation du rayon d’un cercle

18

(6.8)

(6.9)

(6.10)
(6.11)

(6.12)

480



CHAPITRE 6. OPTIMISATION STATIQUE ET DYNAMIQUE

6.5 Volume d’un parallélépipéde dans une sphére de

rayon R
On cherche & optimiser la fonction suivante :
O(z,y,2) =xyz (6.1)
Avec la fonction de contrainte :
flzy,2) =2 +9y*+ 22— R*=0 (6.2)

On cherche donc a optimiser la volume dun parallélépipéde dans une sphére de rayon R.

Le Lagrangien s’écrit :
L =xyz + MNa? +y* + 2> — R?) (6.3)

Trouvons les dérivées de celui-ci :

oL Yz

T 20 = S 4
o~ VZ +2=0— A o (6.4)
oL xz

— 2 — = —_—— .
s rz+22\y=0— A\ 5 (6.5)
oL xy

p— 2 — = —— .
5, = %Y +2X2=0—= A 5y (6.6)
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On trouve :

Tz xy

yz
_ZZ 22 6.7
2x 2y 2z (67)
Ainsi, on trouve la solution :
Lopt = Yopt = Zopt (68)
Avec la fonction de contrainte, on trouve :
3a2, =R’ (6.9)
R
Topt = % (610)
Le cube a une aréte c égale a 2x,,, alors :
2R
Copt = 2Topt = % (6.11)
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6.6 Optimisation des revenus d’une petite usine

On veut optimiser les revenus d’une petite usine qui produit un seul produit a. Le revenu

est représenté simplement par I’équation :

0(n,p) =np (6.1)

Ou :

— n est le nombre d’unité produit par 'usine [unité|.

— p est le prix de vente d'une unité a [$/unité|
Un ingénieur & étudié le cout de fabrication de cette piéce (matériaux, salaires, énergie,
etc.) selon le rendement de cette usine. La loi qu'’il propose pour fixer le prix de vente p

selon la production n est la suivante :

TL2 p2

10000 ~ 1000000 ~ °

6.6.1 Calculer la production optimale et le prix optimal de cette

piéce utilisant le Lagrangien.

Le Lagrangien est donné par :

L(n,p,A) = 0(n,p) + Af(n,p) (6.3)

nQ p2
L= 1 - 4
Pt A( 10000 1000000) (6.4)

An? Ap?

L'=mp+X= 16000 ~ 1000000

(6.5)
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On peut déterminer ces dérivés :

L 2n) ~10000p

e A= 6.6
an 77 10000 o (6.6)
oL 2pA 10000007
op " 1000000 2p 6.7
Alors :
10000 1000000
b D p? = 1002 (6.8)
2n 2p
On peut résoudre 1'équation (6.8) en considérant la fonction de contrainte (6.2).
Nopt = 70.7 [unités| — 71 [unités] (6.9)

1000000 "
Dopt = 1/ ~ooon "ot = 10n4p: = 710 [$/unité] (6.10)

6.6.2 Quel sera le revenu optimal anticipé de cette usine ?

Le revenu optimal est donné par :

eopt = NoptPopt = 50410 [$] (611)

6.6.3 La contrainte est-elle réaliste pour une production élevée ?

Non, car le prix par unité devient imaginaire pour plus de 100 unités.

v/1000000 — 100n2 6.12
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6.6.4 Question ouverte : Donner une forme réaliste d’une loi du
profit P(n,(p — q)) lors de la production de n éléments d’un
produit en considérant la recherche et le développement R
et D, le démarrage de la production, la réduction des cotts

de production et I’exploitation de I’entreprise.

La forme suggérée est la suivante :

P=C+D+E—-A-B (6.14)
) Fin
Début  ~ d’exploitation
optimisation
N Début
(p-q) rentabilité
Début
profit

D)

Baisse
des
cotlts

Vv

n(t)

\ ™
Début

RetD

Début productivité

FIGURE 6.6 — Optimisation du profit
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6.7 Optimisation de la rigidité du cadre de vélo

Une usine de fabrication de vélo veut étudier la forme idéale des tubes cylindriques qui

maximise la rigidité en flexion.

FIGURE 6.7 — Schéma simple d’un cadre de vélo

Etape 1 : définir le modéle général.
Le tube a optimiser posséde une longueur L et une masse constante m pour les différentes

configurations.

m = pV = pAL = constante (6.1)

Avec la section A du tube qui est constante le long du tube. Celle-ci est choisie & 5 [cm?]

(5-10* [m?]).

Etape 2 : déterminer quel(s) paramétre(s) a4 optimiser.

FIGURE 6.8 — Fléche d’une poutre sur deux appuis simples

Selon les résultats théoriques pour la flexion des poutres (tubes), on peut écrire de maniére
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générale que la fleche a la forme :

fF

=1 6.2
Ym = L7 (6.2)

— f est une fonction qui dépend de la géométrie du tube
— F est la force appliquée sur le tube [N]
— F est le module de Young [N/m?]
— I est le moment d’inertie quadratique [m?|
Pour une poutre sur deux appuis simples, on aura :

_ PF
 48ET

Ym (6.3)

On voit que pour diminuer la fleche, deux avenues sont possibles :
1. Augmenter le module de Young (dépend du matériel)

2. Augmenter le moment d’inertie (dépend de la géométrie)

Etape 3 : déterminer les équations théoriques du modéle
On peut donner les équations théoriques du moment d’inertie pour les tubes cylindriques :

I=~(R*~1r% (6.4)

4
A=n(R*—1r?) (6.5)
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A

H\/

vy

FIGURE 6.9 — Coupe d’'un cylindre creux

Etape 4 : optimiser (Lagrangien et multiplicateur \).

Soit la fonction & optimiser :

O(R,r) = = (R* —r*

Soumis & la contrainte :
f(Ryr)=n(R*—7*)—A=0
Alors, le Lagrangien s’écrit :

L(R,r)=0(R,r) + \f(R,1)

L= %(R‘* — Y X (1(R? = 1?) — A)
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Etape 5 : optimiser (les dérivés).

On peut trouver les dérivés du Lagrangien :

L 2
%IQT(AR—}-?TR?’:O%)\:—R? (6.10)
)’ 2
%——27Ar—7rr3—0—>A——% (6.11)
Alors, on trouve :
2 2

Etape 6 : comprendre le résultat.
Le moment d’inertie est minimal lorsque R = r, c’est a dire lorsque le tube creux a une

paroi trés mince.

Posons que la paroi est trés mince tel que :

R=r+¢ (6.13)
O 0 est une petite variation.
Alors, I'aire du tube devient :
A=7(R*— (r—6)*) = m(2R6 — 6% (6.14)

Pour une paroi trés mince 6 — 0, on peut négliger le terme au carré, on obtient :

A= 72RS (6.15)
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Etape 7 : conclure.
Le tube cylindrique le meilleur pour la résistance a la flexion est celui du plus grand rayon

R « admissible » d’épaisseur 9,,;, pour obtenir la surface A désirée.
Etape 8 (question ouverte) : quel est ’épaisseur minimale 9,,;, acceptable ?

Etape 9 (question ouverte) : quel est la meilleure géométrie du tube (cylin-

drique, ellipsoidale, rectangulaire ?

o

FIGURE 6.10 — Différentes géométries de tubes

Etape 10 (question ouverte) : faire I’étude du cotit/bénéfice de la fabrication

des tubes.
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6.8 Le rendez-vous spatial et la minimisation du com-

bustible

On a obtenu la solution pour le rendez-vous spatial & la section 2.2. Utilisons maintenant
I’équation de Ricatti en régime permanent « ARE ».

Note : nous référons le lecteur a cette approche [4], chapitre 9.

La forme de la fonction de cott J (en régime permanent) est :

J = /000 [/ (T)Q(T)x () + ' (7)Ru(T))] dT (6.1)

Dans le cas du rendez-vous spatial, on pose la fonction de cotit simplifiée suivante comme

premiére approche, car on sait que le temps du rendez-vous n’est pas infini :

J = /OOO (v2 + (z—j) dr (6.2)

Avec :

Fn
q1 g2 x
Q = |:$C 1):| = U2 (64)
q3 44 v
x
Q= {5591 +vq3 xq2 + UQJ = v (6.5)
v
Q = 221 + zvgs + Vg + Vg = V? (6.6)
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Alors,
1=0 ¢3=0 =0 qg=1 (6.7)
Soit :
00
Q= (6.8)
0 1
Pour R,
2
/
' Ru = = (6.9)
2
o
aRa = =z (6.10)
Soit :
1
R = = (6.11)
L’équation algébrique de Riccati est :
0=MA+ AM - MBR™'B'M +Q (6.12)
On peut trouver la matrice symétrique M et la matrice de gain G avec
~ mi1 Mo
M = (6.13)
mo Mg
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C\-;-’:

é:

MA

A'M =

MB =

MBR™! =

MBR™'B' =

MBR'B'M =

N [ my My
R'B'M =¢ g 5}
- mo M3
¢? {&nz pmsz| = [0257”2 0257”3]
my meof| |0 1 0 m
mo g3 0 0 0 mo
0 0 mi My 0 0
1 0f |my mg mp My
mi My 0 ﬁmg
my mz| |f Bms
¢ B
fms
2Bmsy| |0 0 ?B*my
c2Bms| | B 0 c2B’mg
0 AB%ms| |m1 me 2B*m3
0 c2B%ms| |me mg 2 B2maoms

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

On trouve la solution de ’équation de Riccati en comparant tous les termes des équations

(6.8), (6.16), (6.17) et (6.21).
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On obtient le systéme d’équations suivant :

0+0+0—cBmy=0—my=0 (6.22)
0+0+my —cB%mams =0 — my =0 (6.23)
0+ my +0— cB%mamsz =0 (6.24)
1
L+mg+my—2B3m; =0— mj; = e (6.25)
On obtient :
! (6.26)
m = — .
3 Cﬁ

Ainsi, I'expression trouvée pour ms et m3 dans la matrice de gain G donne :

G = [0 —f—ﬂ = [0 —c} (6.27)

Alors, le vecteur de controle optimal s’exprime comme :
. x
u(t) = a(t) = —Ge(t) = [0 c} =cv (6.28)

On trouve que le débit de combustible est proportionnel & la vitesse d’approche de la

navette.
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La matrice dynamique du systéme en boucle fermée s’exprime comme :

A, =A—- BG (6.29)

01 0 0 1
A, = _ [o _c] - (6.30)
0 pc

La forme retenue de v(t) est la suivante selon la forme reconnue de 'équation différentielle

(exponentielle) :

v(t) = Ke (6.31)
Avec la vitesse initiale, on trouve :
v(0) = 7800 [m/s] (6.32)
v(t) = 7800e"! (6.33)
Avec la vitesse finale, on trouve :
v(ty) = 7700 [m/s| (6.34)
7700 = 7800¢” ¢ s (6.35)
7700
| 7800
tp=—— 2 .
=% (6.36)

On trouve :

7700) t

In| —— | —
u(t) = 7800e (7800 ty (6.37)
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L’équation d’état du mouvement de la navette s’exprime comme :

0 1
xZ:Ang: ‘(I‘”L
0 fBe
Soit :
="
v = PBex

(6.38)

(6.39)

(6.40)

Trouvons maintenant 1’expression de la position z(¢). Pour la distance parcourue pendant

le rendez-vous, on trouve :

Avec :
— a = 7800
7700 1
N =In— —
7800 1
On obtient :
| (7700 t Vs
7800 ¢ [ ™\ 7800 )¢, vo £y 1“(5_
x(t) = —=s-5 | € F—1|= e ‘Y0
00 0
7800 Vo
Avec :

— v, la vitesse constante de la station spatiale.

(6.41)

(6.42)

(6.43)

496



CHAPITRE 6. OPTIMISATION STATIQUE ET DYNAMIQUE

— g la vitesse initiale de la navette.

On peut déterminer le temps final t; avec la condition du rendez-vous, soit :

zs(ty) = a(ty) (6.44)

Ainsi, on trouve :

e
te | o)
vty + a0 = 2L | e \vo/ty (6.45)

= 20043 |s] (6.46)

Ou zq est la distance initiale séparant la navette de la station spatiale.

Finalement, pour le débit optimal du combustible, on obtient :

Vs Vs t
ln — 1n<_> S
a(t) = cvt) = ﬁTU%Oe o/t (6.47)
f
( 1 US) /
Vs — Vg — Vg INn —
Vo (vs — vy — Vg In E) Vo
alt) = 5 W/ e o (6.48)
Zo

Le graphique suivant montre le débit du combustible pour les trois cas étudiés soit, «
constant, o avec une boucle de régulation PI et « selon I’équation de Riccati. On trouve

les quantités suivantes de combustibles pour les 3 cas étudiés.

497



CHAPITRE 6. OPTIMISATION STATIQUE ET DYNAMIQUE

— (constant - Q - 15094 unltéS

— apr : @ = 196 unités

— QRjccati - @ = 150.92 unités

On remarque que la solution avec I'optimisation par ’équation de Riccati permet de mi-

nimiser le combustible, mais elle est trés prés du cas avec a constant.

Poussée de freinage o lors du rendez-vous spatial

0,014
—alpha (PI)
alpha (constant)
0,012 . :
---alpha (Riccati)
0,010
0,008
=
3
0,006
0,004
0,002
0,000
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000

Temps depuis début du rendez-vous (s)

FIGURE 6.11 — Poussée de freinage a pour les trois cas du rendez-vous spatial
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6.9 Coupe optimale de I’épinette blanche

Un ingénieur forestier désire étudier les meilleurs méthodes de coupe de I’épinette blanche
en tenant compte de I’économie, du renouvellement naturel de la forét et de la croissance

des épinettes blanches.

Etape 1 : données.
— La densité typique d’une forét d’épinette est estimée a ~ 1200 arbres par hectare
(1 hectare [ha|] = 10000 [m?]).
— Un arbre typique est mature a ~ 200 ans, a ~ 0.5 [m| de diamétre et & =~ 25 [m| de
haut.
— La masse volumique du bois est estimée a ~ 420 |kg/m?|).
— La croissance radiale typique est estimée a &~ 2.5 [mm/an]|.
— La croissance verticale typique est estimée & ~ 0.125 [m/an].
Trouvons la loi de la croissance de 1’épinette blanche. Le volume du tronc est supposé

comme étant un cylindre. Alors, on obtient :

wD?
4

V= 2(2.5 -10734)2(0.125¢t) = %7.812 1077¢ [m?) (6.2)

V=Ah=_—""h (6.1)

La masse totale de bois par hectare est donnée par :
m = NpV = 1200 - 420 - %7.812 10773 = 0.309¢% [kg/ha] (6.3)

Avec t en année.
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Le graphique suivant présente la croissance typique d'une forét sans coupe ni mortalité.

Masse d'épinette blanche dans la forét sans coupe

et sans mortalité
2500000

2000000

1500000

1000000

Masse total d'épinette (kg/ha)

500000

0 50 100 150 200
Années

FIGURE 6.12 — Masse totale d’épinette blanche sans coupe ni mortalité

Etape 2 : La coupe.

A 40 ans d’age moyen, on peut débuter la coupe. La masse surfacique sera :

m(t) = 0.309(t +40)* avec t = 0 & 160 ans pour la coupe (6.4)

Alors, le bilan de la masse de la forét est :

m(t) = G(t) — e(t) (6.5)

Avec :
— G(t) le taux de croissance [kg/an.ha|

— ¢(t) le taux de coupe |kg/an.ha|
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Ainsi, le taux de croissance sans coupe est donné par :

: 3m(t)
t) = m(t) = 3-0.309(t + 40)* = :
G(t) = m(t) = 3-0.309(t + 40) AT (6.6)
Alors, le bilan massique avec la coupe est :
h = ?Z—Z)) —¢(t) [kg/an.ha| (6.7)

Posons une fonction de cotit qui maximise la coupe (les profits) et soumise a la contrainte

de la croissance.

J:/det (6.8)
J:/Ot [%JFA(T?J’F"ZO—c—m)}dT (6.9)

On a ici deux variables,]la masse m et la coupe c.

D’un point de vue économique, on a :

Profit = Revenues — Coiits (6.10)

P = pc —qc (6.11)

Avec :
— P le profit [$/an.ha]
— p le prix vendu du bois coupé [$/kg]
— ¢ la coupe [kg/an.hal
— ¢ les cotits d’exploitation [$/kg]

Ainsi pour maximiser les profits, il faut maximiser la coupe et minimiser les cotits.
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Ecrivons les équations d’Euler-Lagrange. Pour m, on obtient :

0P d oo
3\ d
— | = —=(=)\) = 1
(t+40) gl N=0 (6.13)
‘ 3\
/\__t+40 (6.14)
Ainsi :
C1
ANt) = —— 1
(®) (t + 40)3 (6.15)
Pour ¢, on obtient :
0P d (0D
1 1
—E—AEO—>02:—X (6.17)

Ainsi :

1 | (t +40)3
c= \/; Ve (6.18)

Avec ¢; étant une constante & déterminer.

Ce qui permet de réécrire le bilan massique de I’équation (6.7) :

. 3m (t + 40)?
Tt a0) o (6.19)
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La solution de I’équation différentielle est :

(t 40
m(t) = ealt +40)° + 2(t + 40) | L2 (6.20)
(t+4
(1 + 40 + oy LA (6.21)

On veut éviter la coupe a blanc pour la régénération naturelle de la forét. Posons un

parameétre b qui tient compte de la régénération, soit :

200
m(160) = % (sans la coupe) (6.22)
200)®  2.472- 106
m(160) = 4200 _ (6.23)
b b
m(40) = at® = a(40)® = 19776 [kg/ha] (6.24)
Alors,
. 405
1
200°

m(160) = ¢,(200)3 +

(6.26)

C1

On obtient deux équations et deux inconnus, on peut résoudre en fonction de b. On obtient :

32
(= 31 i (6.27)
1- =
(3)
1
¢y = 0.300 — 0.5589 (1 - E) (6.28)
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Alors, la solution optimale prend la forme :

Mopt(t) = 0.309 — 0.5589 (1 — -

(t +40)% + 3.5355+/(t + 40)5 1——

(6.29)

(t +40)3
032

Copt

1 2

; (6.30)

On obtient les graphiques suivants avec le fichier Excel disponible avec ce livre.
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C constant
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120

(b) Taux de coupe

Profits

—profits (optim)
profits (linéaire)
profits (coupe constante)

(d) Profits

FIGURE 6.13 — Résultats d’optimisation de la coupe de forét
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Conclusion
Trois cas ont été étudiés. Un taux de coupe constant, un taux de coupe linéaire et un taux
de coupe optimale obtenue. Les trois cas sont ajustés afin d’obtenir une forét qui contient

toujours 10% des arbres si la coupe n’avait pas eu lieu (b = 10).

De plus, la coupe linéaire débute au méme taux que la coupe optimale & 40 ans afin

d’assurer un profit de départ intéressant pour ’entreprise.

le prix de vente p et le colit ¢ sont approximatifs mais réalistes :

— p=10.3[$/kg]

g =028/ke]
Les graphiques suivants montrent les résultats obtenus. En résumé, on obtient que la coupe
optimale est la meilleure, mais elle est trés prés de la coupe linéaire. On voit que la coupe
constante est la moins bonne pour les profits a long terme, mais la meilleure pour les

profits au démarrage.

Selon les parameétres de 1’étude, on obtient que les profits aprés 200 ans sont :
— P.on = 1.205 [M$/ha|
— Pn = 1.921 [M$/ha|
— P,,: = 1.950 [M$/ha|
L’augmentation du profit avec la coupe optimale est de 61% comparativement a celui de

la coupe constante.

En résumé, la coupe linéaire serait une bonne approche. On voit qu’il est avantageux de
réduire la coupe lors des premiéres années ce qui permet de récolter beaucoup plus vers la

fin de 'exploitation.
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6.10 La course en taxi

Un ingénieur industriel désire connaitre 'impact de la vitesse d’un véhicule de service sur
la consommation de 1’énergie et la rentabilité d’une entreprise de taxi. Il propose d’étudier
les cas d’une voiture taxi & moteur thermique et & moteur électrique qui effectuent des

trajets en continu aller et retour centre-ville et aéroport.

A) Moteur thermique
Etape 1 : Les données.
La course typique sera celle d'un véhicule qui roule a vitesse constante v sur 'autoroute

sans tenir compte des départs et arréts, soit le trajet présenté a la figure suivante :

Centre-ville Aéroport
A -
C——
v
T

FIGURE 6.14 — Trajet constant sur I’autoroute de la course en taxi

La consommation d’essence suit une loi en v? pour une voiture (effet aérodynamique).

Au rapport élevé et a la vitesse constante, la consommation s’exprime comme :

L = av®+b [l/km] (6.1)

Avec :
— a=28.5-107% [s*1/(m? km)]
— b=4-10"?|I/km], pour la consommation lorsque la voiture n’est pas en mouvement

(v—0)
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Le cotit en essence pour une course est :

¢ = Lzl [$]

Avec [ le cott de Pessence [$/1].

Les revenus sont :

Avec S, le prix d’une course [$/km].

Les profits pour une période d’opération 1" sont :

P=R-c
=25 — Lal
=vTS — LvTl

=vTS — (av® + bv)TI1

= (vS — av®l — )T

Etape 2 : L’optimisation.

Le systéme a comme équation d’état :

(6.2)

(6.3)

(6.9)
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Posons I’'Halmiltonien :

H=¢—-\i=wS—a’l —bw)T — v (6.10)

Alors, la fonction de cotit pour une course d’une durée T' s’exprime :

T
J = / [(vS = av®l — bol)T — Av)] dt (6.11)
0
A Doptimum, on obtient :
0OH O0OH 5
= (S — [=b)T —\= 12
50 = Du (S — 3av ) A=0 (6.12)
OH :
%:0:—/\%)\:01 (6.13)

En combinant les équations précédentes, on trouve l’expression suivante pour la vitesse

optimale :

-

Vopt = TT (6.14)

Posons en premiére analyse ¢; = 0, on obtient :

S (6.15)

Vopt =

On voit que les profits augmente en proportion avec le prix d’'une course et inversement

avec le colit de D'essence.
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. . N S ) N . A )
Comme premiére conclusion, le cas oil 7 < b, c’est-a-dire un coiit de ’essence tel que la
consommation de la voiture au repos dépasse les revenus indique I'impossibilité d’effectuer

un revenu.

On obtient avec le fichier Excel disponible avec ce livre les graphiques suivants pour le

profit de la voiture a moteur thermique pour une journée d’opération.

Les parametres de la voiture et économiques sont :

— T =24 |h
— 1=2[$/]]
— S = 1.7 [$/km)]

— a=285-107° [s*1/(m? km)]
b= 41072 [|/km)

Profit journalier taxi a moteur thermique Consommation typique d'un moteur thermique
5000 03
4500
0,25
4000 y = 8E-06x? - 7E-18x + 0,04
= R2=1
3500 g
3 02
__ 3000 =
@ £
& 2500 Sos
2 5
o £
2000
£
1500 g ot
(o]
o

1000

o
=3
G

500

0 0

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 o 2 20 60 20 100 120 140 160
Vitesse (km/h) Vitesse (km/h)
(a) Profit journalier (b) Consommation typique

FIGURE 6.15 — Résultats de la course de taxi & moteur thermique

On obtient que la vitesse optimale se situe a 178 km/h, ce qui est beaucoup plus élevé

vis-a-vis les limites de vitesse imposées.
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B) Moteur électrique

Etape 1 : Les données.
— L’opération de la voiture de taxi est la méme que celle avec le moteur thermique.
— la batterie est initialement chargée.

— Les cycles de charge et décharge de la batterie (E) suivent le type d’évolution

suivant pendant 1’opération :

Evolution de charge et décharge de la batterie

100%

50%

Niveau de charge E (kWh)

0% ! !
0 —> >t >, >t >

Temps

FIGURE 6.16 — Evolution du niveau de charge de la batterie

Avec :
— t4 le temps de décharge
— 1. le temps de charge

Le temps de charge est pour une borne de puissance P, et peut étre exprimé par :

(6.16)
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Le temps de décharge de la batterie pour une voiture a vitesse moyenne v est donné par :
E
tg=— = — (6.17)

Avec :
— L la consommation d’énergie [kWh/km]
— a un coefficient décrivant la consommation [kwh.h?/km?]

Alors, le temps d’un cycle charge-décharge est :

FE E
tcyc:tc—i_td:F—f—ﬁ

(6.18)

Pour une période d'une durée T', on trouve cette équation qui donne le nombre de cycles

charge-décharge :
T = nteye + At (6.19)

La fraction At est le temps d’opération a la fin de la période T'. Si on néglige cette période

pour simplifier, on trouve :

T = nteye = nt. + ntq (6.20)
Avec le nombre de cycle :
T
n = (6.21)
tcyc
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On obtient :
nk nE
T — 4+ —
av® P,
NN nrav?
o P,
La distance parcourue par la voiture est :
T
nr =
N av?
v P,

Les profits seront pour cette voiture électrique :

P =nxS —nxLl

Avec [ le coiit énergétique [$/kWh].

On trouve pour cette période T :

Etape 2 : L’optimisation.

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

On cherche la vitesse d’opération v,y qui maximise les profits P. Posons I’Halmiltonien :

TP,v

H=¢-Ni=|—"—
¢ ’ {Pu—irazﬁ

}(s—a#n—xv

(6.27)
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La fonction de cofit est :

J = /OT qﬂ} (S — av?l) — /\v> dt (6.28)

P, + avd
L’optimum est pour :
oH
o
0H
ox

0 (6.29)

——\=0 (6.30)

Apres plusieurs opérations de dérivés et de simplifications, on obtient 1’équation cubique

suivante qui exprime la vitesse optimale pour le profit maximal (A = 0).

2a 4 3la 4

——

Pu opt ?’Uopt -+ 1=0 (631)

Les graphiques suivants montrent les courbes de consommation électrique ainsi que la

courbe du profit pour cette période T' de 24 heures.

Les parameétres numériques de la voiture et économique sont :
— E =60 [kWh]
— a=1.8-10"° [kWh.h? /km?]
— 1 =10.25 [$/kWh]
— P, =50 [kW]
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FIGURE 6.17 — Résultats de la course de taxi & moteur électrique

Comparaison moteur thermique et électrique

On peut comparer les études selon les paramétres numériques utilisés. En résumé, on

observe :

1. Les profits réalisés avec la voiture électrique sont moins élevés pour une vitesse

sécuritaire et légale de 100 [km/h] en moyenne. Cela est en grande partie causée
par les arréts d’opération que nécessite la recharge.
— Pour la voiture & moteur thermique les profits sont 3480$.

— Pour la voiture a moteur électrique les profits sont 292083.

Si la puissance de recharge P, double a 100 [kW], le profit devient semblabe & 3366$.

. Une batterie d’une plus grande capacité ne permet pas d’augmenter les profits,

car le cycle de charge augmente également. Cependant, une batterie contenant une
charge trés grande combinée avec des arrétes/charges planifiés permettrait une aug-
mentation des profits. Le paramétre qui permet I'augmentation facile du profit est
la puissance de la borne de recharge P, qui permet de réduire le temps de recharge

et d’augmenter le temps d’opération.
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4. La voiture taxi électrique posséde néanmoins les avantages suivants :
— Pas ou peu d’émission d’hydrocarbone pendant les trajets.
— Pas ou moins de bruit d’opération pendant les trajets (confort du conducteur
et des passagers).
— Un profit plus élevé par kilométre parcouru, 1.66 [$/km| comparativement & 1.45
[$/km| pour la voiture & moteur thermique. La voiture électrique est donc plus
efficace.

— La possibilité de reposer le conducteur pendant la recharge.

Question ouverte : Dans un contexte d’opération de la voiture taxi
en milieu urbain (centre-ville), que faudrait-il ajouter a cette étude
d’optimisation pour déterminer les avantages/inconvénients de la

voiture électrique ?

Question ouverte : Selon cette étude d’optimisation, quels sont les
parameétres principaux qui déterminent la rentabilité lors de 'opé-

ration d’une voiture taxi & moteur thermique et électrique ?
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ANALYSE DES SYSTEMES ET MATRICE D’ETAT
EXERCICES MULTI-PHYSIQUES

Lanalyse multi-physique a toujours été au centre des activités que requiert la
conception des systemes. Elle est I'étude du caractére dynamique des élé-
ments interreliés faisant partie du systéeme comme un tout qui permet une

conception adéquate et optimale de celui-ci.

Le présent document présente des exemples d’analyses multi-physiques sim-
plifiées, mais néanmoins représentatives de plusieurs systemes rencontrés
tous les jours, et ce, pour plusieurs domaines de 'ingénierie (mécanique, élec-
trique, thermique, fluidique, etc.). Lobjectif de cet ouvrage n'est pas de pré-
senter en détail la théorie de la dynamique des systémes, mais plutét de
rendre plus concrete et plus facile 'approche du vecteur d’état comme outil de
base pour l'étude des systemes, en permettant de reprendre certains
exemples pour en créer de nouveaux selon les concepts présentés. Le docu-
ment est adressé d'abord aux étudiant(e)s des différents domaines du génie
qui désirent utiliser 'approche de I'équation d’état afin de réaliser une analyse
théorique particuliere comme dans le cas des études graduées. Le document
contient un grand nombre d’exemples numériques divers développés au
cours des années et des applications numériques telles Excel, MATLAB et
Simulink. Nous espérons que le lecteur trouvera dans ce document des pistes,
des idées, qui lui permettront d’entreprendre de nouvelles réflexions, afin de
répondre & des questions concretes que nécessite I'utilisation de modéles
dynamiques utiles pour la conception des systemes et machines. Enfin, nous
souhaitons que cet ouvrage puisse stimuler I'intérét des étudiant(e)s gra-
dué(e)s pour le domaine de la dynamique des systemes.
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